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摘要: 　首先证明了正三角形的外接椭圆中面积最小的是一个圆. 进而用初等方法证明了二维情形的F.

John 定理.
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1　引　　言

图1

众所周知, 给定一个圆, 在它的内接三角

形中, 正三角形的面积为最大.我们现在来问

这样一个反问题:

问题　给定一个正三角形, 在它的外接椭

圆中,面积最小的那个是否是圆?

答案是肯定的. 实际上, 在本文中我们不

仅证明了这个问题,而且还将其推广到更一般

的结论. 并在此基础上给出了著名的F. John

定理在二维情形的一个初等证明.

定理1　设 T 是一个等腰三角形, 则 T 存

在惟一的外接椭圆 E0 , 使得在 T 的外接椭圆

中, E 0的面积最小.

证明　给定等腰三角形 T∶�A BC. 以底

边 A B 的中点为原点建立平面直角坐标系, 使

得 A B 在 x 轴上,顶点 C 在正 y 轴上. 见图1.

不妨设 A , B, C的坐标分别为 ( - l, 0) , ( l , 0) , ( 0, h) , T 的外接椭圆 E 的方程为

x
2 + 2bxy + cy

2 + 2dx + 2ey + f = 0 ( 1)

其中 l > 0, h > 0, 且 b
2

< c. 将 A , B , C 三点的坐标代入方程( 1) , 得到

d = 0, 　f = - l
2, 　e = l

2
- ch

2

2h

于是方程( 1)成为

x
2 + 2bx y + cy

2 + l
2

- ch
2

h
y - l

2 = 0 ( 2)



　　下面我们根据 b 是否为零分两种情形讨论.

情形1　当 b = 0时, 方程( 2)为

x
2

+ cy
2

+
l
2 - ch

2

h
y - l

2
= 0

即

x
2

p
2 +

( y - y 0 )
2

q
2 = 1

其中

p = l
2

+
( l

2
- ch

2
)

2

4ch
2 ,　q =

p

c
,　 y 0 = -

l
2

- ch
2

2ch

所以椭圆E 的面积

S( c ) = �pq =
�
c

l
2 +

( l2 - ch
2 ) 2

4ch2

直接计算得

dS
dc

( c ) =
�

8c
5
2

h
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2 - 2l 2
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3l 4

h
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�h2

8c
5
2

c +
l

2

h
2 c -
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h
2

于是当 c >
3l

2

h
2 时,

dS
dc ( c) > 0; 当 0 < c <

3l
2

h
2 时,

dS
dc ( c) < 0. 故当 c =

3l
2

h
2 时, S ( c) 有惟

一的最小值. 即仅当 E 的方程是

E 0: 　
x

2

4l 2

3

+
y -

h
3

2

4h2

9

= 1 ( 3)

时, E 的面积 S 最小. 由此我们可以看出, 当 T 为正三角形,即h = 3 l时, 椭圆 E0的方

程化为

x
2 + y -

3 l
3

2

=
4l 2

3

它表示一个圆.

情形2　 当 b≠ 0时, 做坐标轴的旋转变换

x = x 1cos - y 1sin 
y = x 1sin + y 1cos 

方程( 2)化为

!x 2
1 + ( ( c - 1) sin2 + 2bco s2 ) x 1y 1 + ∀y2

1 +
l
2 - ch

2

h
( x 1sin + y 1cos ) - l

2
= 0( 4)

其中

!= cos 2 + bsin2 + csin2 ,　∀= sin2 - bsin2 + ccos2 
令

( c - 1) sin2 + 2bcos2 = 0 ( 5)

则方程( 4)进一步化为

( x 1 - x 0) 2

p
2 +

( y1 - y 0 ) 2

q
2 = 1
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其中

x 0 = - l
2

- ch
2

2h! sin ,　 y 0 = - l
2

- ch
2

2h∀ cos ,　p = #
!,　q = #

∀
而

#= l
2 +

( l 2 - ch
2) 2

4h2!∀ ( ∀sin2 + !co s2 )

所以椭圆E 的面积

S( b, c) = �pq =
�
!∀

l
2

+
( l2 - ch

2 ) 2

4h2!∀ ( ∀sin
2 + !cos

2 )

一方面, 直接计算得到

∀sin2 + !cos 2 = sin2 ( sin2 - bsin2 + ccos2 ) + cos 2 ( cos 2 + bsin2 + csin2 )
= sin4 + cos 4 + bcos2 sin2 + 2csin2 cos2 

= 1 -
1
2

sin
2

2 + bcos2 sin2 +
c
2

sin
2

2 

= 1 +
1
2

sin2 ( ( c - 1) sin2 + 2bcos2 )

由( 5) , 我们有

∀sin2 + !cos 2 = 1 ( 6)

另一方面,

!∀=
1 + cos2 

2 + bsin2 + c
1 - cos2 

2
1 - cos2 

2 - bsin2 + c
1 + cos2 

2

=
1
4

( ( 1 + c) + ( 1 - c ) co s2 + 2bsin2 ) ( ( 1 + c) - ( 1 - c ) cos2 - 2bsin2 )

=
1
4

( ( 1 + c) 2 - ( ( 1 - c) cos2 + 2bsin2 ) 2 )

由( 5) , 我们知单位向量 ( cos2 , s in2 ) 与 ( 2b, c - 1) 垂直,所以

� ( 1 - c) cos2 + 2bsin2 � 2 = ( 1 - c ) 2 + ( 2b) 2 ,

!∀ =
1
4 ( ( 1 + c)

2
- ( 1 - c )

2
- 4b

2
) = c - b

2 ( 7)

　　借助( 6)和( 7) , 我们得到

S( b, c ) =
�

c - b
2
l

2 +
( l 2 - ch

2) 2

4h2
1

c - b
2

对 b求偏导数得

�S
�b ( b, c ) = �b l

2 ( c - b
2 ) -

3
2 + 3( l

2
- ch

2
)

2

4h
2 ( c - b

2) -
5
2

于是当 b > 0时, �S
�b ( b, c) > 0; 当 b < 0时, �S

�b ( b, c ) < 0. 故S( b, c ) 的最小值应在 b = 0上

达到. 这又归结为情形1. 这就是说, 外接椭圆中面积最小者由方程( 3)给出.

综上所述, 我们完成了定理1的证明, 并给出了文章开始提出问题的肯定回答.

下面的定理给出了等腰三角形 T 外接椭圆 E 的进一步性质.

定理2　设 T 是一个等腰三角形, 如果 T 的高小于它的底长的
3

2
, 那么对于 T 的任
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图2

一外接圆C, C 在底边上面的部分在 E 0中.

证明　设等腰三角形 T 的高为 h, 底长为

2l . 如定理1建立坐标系. 见图2.

由对称性, 设 T 的一个外接圆C 的方程是

x
2

+ ( y - y
-)

2
= r

2
( 8)

将 ( 0, h) , (± l, 0) 代入方程( 8)得

( h - y-) 2 = r
2 ,　l

2 + y-2 = r
2,

r =
h

2 + l
2

2h
,　y

- =
h

2 - l
2

2h

即 C 的方程是

x
2

+ y -
h

2 - l
2

2h

2

=
( h

2
+ l

2
)

2

4h
2

对任意的 ( x , y ) ∈ C, 我们有

x
2

4l 2

3

+
y - h

3

2

4h2

9

- 1

=
3

4l2
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2 ) 2

4h2 - y -
h

2
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2

2h

2

+
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h
3

2

4h2 - 1

=
3y

4h2
l
2 ( y - h) ( 3l2 - h

2 )

由 h < 3 l和 y < h, 得上式小于0. 根据 E 0的方程( 3) , C在底上面的部分在E 0中.

由定理1和定理2,我们可以在二维情形得到著名的F. John 定理.

定理3　设 K 是平面上的有界凸集,则存在一个面积最小的椭圆 E , 使得

1
2
E � K � E

其中
1
2 E 是指相对于椭圆 E 的中心收缩

1
2 的那个椭圆.

证明　首先我们证明存在包含 K 的面积最小的椭圆E . 定义

m = inf {E 的面积 �E ��K � E }

则存在一个椭圆列 En  K , n = 1, 2, ⋯, 使得m = lim
n→∞
�En� . 设E n的中心是 ( x n , y n) , 半轴

是 an , bn, 转角是  n∈ [ 0, 2�) . 我们有 m = lim
n→∞
�anbn. 从而存在 C > 0使得anbn≤C. 又由

En  K , 可得 r > 0, 使 an≥ r , bn≥ r. 因此对任意的 n都有

an, bn≤
C
r

,　dist ( ( x n, y n) , K ) ≤ m ax( an, bn ) ≤
C
r

　　综上所述 {an} , { bn} , { x n} , { y n} , { tn} 都是有界数列, 从而有收敛子列. 即 En有一个

收敛子列收敛到椭圆 E, 且 �E � = m.

接下来我们用反证法证明
1
2
E � K . 对于集合D , 记D

o和 �D 分别为它的内部和边界.

若
1
2
E ! K , 则存在点 z ∈

1
2
E

o

∩ ( �K ) . 设∃是一个线性变换, 使∃( E ) 为圆, 则 ∃( K )
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是凸集, ∃( K ) � ∃( E) , 且

∃( z ) ∈
1
2
∃( E)

o

∩ ( �( ∃( K ) ) )

图3

见图3. 又设 l 是过 ∃( z ) 的 ∃( K ) 切线, 则

由 ∃( K ) 的凸性, 知 ∃( K ) 在 l的一侧. 设 l

交 ∃( E) 的边界于点 A , B, 在 ∃( K ) 所在的

那一侧取一点 C∈ ∃( E) , 使 A BC为等腰三

角形. 做三角形 A BC 的最小面积的外接椭

圆 S (其存在性由定理 1保证) . 由于 ∃( z )

∈
1
2
∃( E ) , 所以A B 上的高小于

3
2
�AB �

(注意: 当 A B 为
1
2 �∃( E ) 的切线时, A B 边

上的高等于
3

2
�A B� ) . 由定理 2, 我们有

∃( K ) � S, 且 S 的面积小于 ∃( E) 的面积,

从而 ∃- 1
( S )  K , 且∃- 1

( S) 的面积小于E 的面积. 这与 E的面积最小矛盾. 故
1
2E � K .

参考文献:

[ 1]　de G M iguel , Dif feren tiat ion of Integrals in R n [ J] . M ath , Lecture Notes , 481, Spr inger -Verlag, 1976.

Thought From the Area of the Circucile of Triangle

LI M ei-sheng
1
,　BA O Ji-guang

2

( 1. Depa rtment o f M athemat ics, Beihang Univ ersit y, Beijing 100083, China)

( 2. School of M athematical Sciences, Beijing No rma l Univ ersity, Beijing 100875, China)
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