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一. 填空题(20分):

位势方程形如 (1) , 是 (2) 阶线性 (3) 型偏微分方程. 我们重点研究了位势方

程Dirichlet问题解的 (4) , 即解的存在性、唯一性和稳定性. 弱极值原理在整个过程中

起到了基本的和重要的作用.

弱极值原理可以直接推出解的 (5) , 而导致解的稳定性的是解的 (6) 估计, 它是

通过对辅助函数应用弱极值原理得到的. 在解的存在性方面, 通过引入 (7) , 获得了方

程的一个特解, 从而将位势方程的求解归结为调和方程.

对于Laplace方程的Dirichlet问题, 首先在区域具有某些对称性的情形, 如: 半空间、

球等, 借助基本解K(x) = (8) , 运用 (9) 方法, 获得了解的表达式—Possion公式. 然

后在一般区域情形, 使用 (10) 方法(C0下调和函数的上确界), 获得了解的存在性定理.

二. 简答题(15分):

1. 陈述有界区域上位势方程Dirichlet问题解的存在性定理.

2. 在Laplace方程uxx + uyy = 0 两边关于x 做Fourier变换, 写出得到的常微分方程.

3. 叙述一个热传导方程定解问题, 以及相应的解的唯一性定理.
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三. 计算题(48分):

1. 求解一阶方程的Cauchy问题{
ux − uy + 2u = 1,

u(x, 0) = x2.

2. 化简并求解二阶线性方程的定解问题{
uxx + 2uxy − 3uyy = 0,

u(x, 0) = 3x2, uy(x, 0) = 0.

3. 求解弦振动方程的初边值问题
utt = uxx + et sin 2x, 0 < x < π, t > 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π,

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ≥ 0.

四. 证明题(17分):

1. 设

u(x) = (n(n− 2))
n−2
4

(
ε

ε2 + |x|2

)n−2
2

,

其中n ≥ 3, ε是一个正常数. 证明u 满足Yamabe方程

−∆u = u
n+2
n−2 .

2. 设x0 ∈ Rn, t0 > 0, a是一个正常数, u(x, t)在区域|x − x0| ≤ a(t0 − t)中满足波动

方程

utt = a2∆u.

证明:

E(t) :=
1

2

∫
|x−x0|≤a(t0−t)

(
u2
t (x, t) + a2|Du(x, t)|2

)
dx

关于t在[0, t0]上单调不增.


