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从N ew ton 定律到 Kep ler 三定律
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　　[摘　要 ] 从N ew ton 运动学第二定律和N ew ton 万有引力定律出发, 导出 Kep ler 行星绕日运动三定律.
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Isaac N ew ton (1642～ 1727) 是一名伟大的数学家和物理学家. 1687年他在巨著《自然哲学的数学原

理》中叙述了他的运动定律和引力定律, 并讨论了它们与 Kep ler 定律之间的关系, 其基本的数学问题是

求解常微分方程组. 这在数学史上被称为常微分方程实际应用的第一次历史性的胜利.

在本文中, 我们从N ew ton 运动学第二定律和N ew ton 万有引力定律出发, 用数学方法推导出

Kep ler 行星绕日运动三定律. 虽然这一思想产生于三百多年前, 且略见于现代的某些文献中. 但是, 由于

其历史地位在数学上的重要性, 我们用详细、严格和初等的数学语言将它展示出来, 这仍具有理论和实

际意义.

首先叙述一下N ew ton 的两个著名定律. 为简单起见, 质点与它的质量用同一字母表示.

N ew ton 力学第二定律　质点的动量随时间的变化率等于它受到的力, 即

m
d2 r
d t2 = F , (1)

其中m 是质点的质量, r 是位置向量, t 是时间, F 是作用于质点的力.

N ew ton 万有引力定律　两个质点之间的引力与距离的平方成反比, 与质量成正比, 即

F = -
GM m
û rû 3 r, (2)

其中G 是万有引力常数,M 与m 分别是两质点的质量, r 是由M 点到m 点的距离向量, F 是M 点对m

点之间的吸引力.

我们假设M 为太阳,m 为行星,M 是固定的,m 在M 的引力作用下运动. 结合 (1)和 (2)得到

d2 r
d t2 = -

GM
û rû 3 r. (3)

这就是描述行星绕太阳运动的常微分方程的向量形式. 在初始位置向量和初始速度向量决定的平面上,

建立以M 点为原点的直角坐标系, (3)化为常微分方程组

d2x
d t2 = -

GM x
(x 2+ y 2) 3ö2 ,

d2y
d t2 = -

GM y
(x 2+ y 2) 3ö2.

(4)

再引入极坐标 (r, Η) , 即

x = rcosΗ, 　y = rsinΗ.
直接计算得
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dx
d t

=
dr
d t

cosΗ- r
dΗ
d t

sinΗ, 　　　　　　　　　　　　　

dy
d t

=
dr
d t

sinΗ+ r
dΗ
d t

cosΗ,

d2x
d t2 =

d2 r
d t2 cosΗ- 2

dr
d t

dΗ
d t

sinΗ- r
dΗ
d t

2

cosΗ- r
d2Η
d t2 sinΗ,

d2y
d t2 =

d2 r
d t2 sinΗ+ 2

dr
d t

dΗ
d t

cosΗ- r
dΗ
d t

2

sinΗ+ r
d2Η
d t2 cosΗ.

将其代入 (4) , 我们有

d2 r
d t2 cosΗ- 2

dr
d t

dΗ
d t

sinΗ- r
dΗ
d t

2

cosΗ- r
d2Η
d t2 sinΗ= -

GM
r2 cosΗ,

d2 r
d t2 sinΗ+ 2

dr
d t

dΗ
d t

cosΗ- r
dΗ
d t

2

sinΗ+ r
d2Η
d t2 cosΗ= -

GM
r2 sinΗ.

由此得到

d2 r
d t2 = r

dΗ
d t

2

-
GM

r2 , (5)

d2Η
d t2 = -

2
r

d r
d t

dΗ
d t

. (6)

为确定 (5) , (6)的解, 假设有初始条件

r (0) = r0,
dr
d t

(0) = r1,

Η(0) = Η0,
dΗ
d t

= Η1,

(7)

其中 r0, r1, Η0, Η1是给定的常数, 它们仅与行星的初始状态有关.

下面我们将常微分方程组的初值问题 (5) , (6) , (7) 化成一个以 Η为自变量, 以 u=
1
r
为未知函数的

常微分方程的初值问题. 由 (6) ,

d
d t

r2dΗ
d t

= 0,

r
2dΗ
d t

= r
2
0Η1. (8)

将 (8)代入 (5) , 得

d2 r
d t2 = (r

4
0Η2

1- GM ) 1
r2. (9)

由 (8)和 (9) , 有

du
dΗ= -

1
r2

dr
dΗ= -

1
r2

0Η1

dr
d t

,

d2u
dΗ2 = -

1
r2

0Η1

d2 r
d t2

d t
dΗ= -

1
r2

0Η1

r4
0Η2

1

r
- GM

1

r2dΗ
d t

= -
1

r4
0Η2

1
(r

4
0Η2

1u- GM ) = - u+
GM
r4

0Η2
1
.

现在, 我们得到了初值问题

d2u
dΗ2 + u = c, (10)

u (Η0) =
1
r0

,
du
dΗ(Η0) = -

r1

r2
0Η2

1
, (11)

其中

c=
GM
r4

0Η2
1
.
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(10)是一个常系数的二阶线性常微分方程, 它的通解是

u= acosΗ+ bsinΗ+ c. (12)

根据 (11) , 其中的常数 a, b 能被 r0, r1, Η0, Η1确定. 若 a= b= 0, 则解 (12)成为 u= c, 即 r=
1
c

. 在这个情形,

下面的结论显然成立. 我们不妨认为 a, b 不同时为零. 令

uλ= a2+ b2 , 　Ηγ= arccos
a
uλ ,

则

1
r

= uλcos(Η- Ηγ) + c.

如果m 不跑到无穷远, r 有界. 由 (8) ,
dΗ
d t
有正下界, Η可取到任意值. 特别地, 取 Η= Ηγ+ Π, 得到 uλ< c. 借助

一个坐标旋转, 可设 Ηγ= 0. 相应地, uλ= a< c, b= 0. 回到直角坐标系, 有

1- ax = c x 2+ y 2.

两边平方, 配方, 得

x +
a

c2- a2

2

c
c2- a2

2 +
y 2

1

c2- a2

2 = 1, (13)

且

c
c2- a2 =

c

c2- a2

1

c2- a2
>

1

c2- a2
.

显然, 它表示一个以 -
a

c2- a2 , 0 为中心, 长轴在 x 轴上的椭圆. 由于它的半焦距

c
c2- a2

2

-
1

c2- a2

2

=
a

c2- a2

与长半轴相同. 所以, 椭圆 (13)的焦点之一为原点.

另外, 向径 r 从时刻 t0到 t 扫过的面积是

A ( t) =
1
2∫

Η( t)

Η( t0)
r

2 (Η) dΗ.

由 (8) ,

dA
d t

( t) =
1
2 r

2 (Η( t) ) dΗ
d t

( t) =
r2

0Η1

2
.

所以

A ( t) =
r2

0Η1

2
( t- t0). (14)

设行星的周期是 T , 则椭圆 (13)的面积是A (T + t0). 由 (14)和椭圆的面积公式

r2
0Η1

2 T = Π c
c2- a2

1

c2- a2
,

T
2=

4Π2

GM
c

c2- a2

3

. (15)

至此, 我们从 (13) , (14)和 (15)得到了

Kep ler 行星绕日运动三定律:

11行星在以太阳为焦点的一个椭圆轨道上运动;

21行星到太阳的向径扫过的面积与时间成正比;

31行星周期的平方与行星椭圆轨道的半长轴的三次方成正比.
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From Nowton Laws to Three Kepler Laws

B A O J i2g uang

(Beijing N orm al U niversity, Beijing 100875, Ch ina)

Abstract: Th ree Kep ler law s, w h ich describe p lanets’ motion around the sun, are derived by using the law of un iversal

gravitation and the second N ew ton law in m echan ics.
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