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　　众所周知：对于一个正的ｎ元数组ａ１，ａ２，…，

ａｎ，有如下不等式成立：

ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ
ｎ ≥

ｎ
ａ１ａ２…ａ槡 ｎ， （１．１）

当且仅当ａ１＝ａ２＝…＝ａｎ 时，等 号 成 立．上 式 表

明：一个正的ｎ元数组，其代数平均值大于其几何

平均值．事实上，记ａ＝（ａ１，ａ２，…ａｎ）∈瓗ｎ，我 们

有 著 名 的 麦 克 劳 林 （Ｍａｃｌａｕｒｉｎ）不 等 式

１
Ｃｌｎ
Ｓｌ（ａ［ ］）

１／ｌ

≥ １
Ｃｋｎ
Ｓｋ（ａ［ ］）

１／ｋ
，ａ∈Γｋ，ｋ≥ｌ≥１

（１．２）

成立（见［２］），其中Ｃｋｎ＝ ｎ！
（ｎ－ｋ）！ｋ！

，

Ｓｋ（ａ）＝ ∑
１≤ｉ１＜ｉ２＜…＜ｉｋ≤ｎ

ａｉ１ａｉ２…ａｉｋ，１≤ｋ≤ｎ （１．３）

为ｋ－阶初等对称函数，

Γｋ＝｛ａ∈瓗ｎ｜Ｓ１（ａ）＞０，…，Ｓｋ（ａ）＞０｝
为瓗ｎ 中顶点在原点的锥．为了方便，我们延拓Ｓｋ
的定义，令Ｓ０（ａ）＝１，而当ｋ＞ｎ或ｋ＜０时，令Ｓｋ
（ａ）＝０．于是，在（１．２）中取ｋ＝ｎ，ｌ＝１，就可以得

到（１．１）．关于Ｓｋ 不等式的研究还可以参考［１］．
本文主要研究关于Ｓｋ 的恒等式，旨在说明基本初

等函数Ｓｋ 与组合数Ｃｋｎ 之间的联系，得到了一个

关于Ｓｋ 的恒等式，并由此得到一个有关组合数的

恒等式．
对于某个固定的ｉ∈ １，２，…，｛ ｝ｎ ，定义

Ｓｋ；ｉ（ａ）＝Ｓｋ（ａ）｜ａｉ＝０．
显然，关于Ｓｋ 与Ｓｋ；ｉ有如下等式关系

Ｓｋ（ａ）＝ａｉＳｋ－１；ｉ（ａ）＋Ｓｋ；ｉ（ａ）． （１．４）
同样，可以定义

Ｓｋ；ｉ，ｊ（ａ）＝Ｓｋ（ａ）｜ａｉ＝ａｊ＝０．
定理１　对于任意的一个正的ｎ元数组ａ＝

（ａ１，ａ２…，ａｎ），我们有如下代数恒等式成立：

∑
ｎ－ｋ

ｌ＝０

Ｓｎ－１（ａ）
（－ａｉ）ｎ－ｋ－ｌ

＝ａｉＳｋ－１；ｉ（ａ），ｉ＝１，２，…，ｎ．

（１．５）

特别地，

Ｓｎ（ａ）
（－ａｉ）ｎ

＋…＋Ｓ２
（ａ）

（－ａｉ）２
＋Ｓ１

（ａ）
－ａｉ ＋１＝０．

（１．６）

证明　首先，考虑如下辅助矩阵

Ｍ＝（ａｉδｉｊ－ｑｉｑｊ）ｎ×ｎ
的特征值多项式，其中ｑ＝（ｑ１，…，ｑｎ）是非负ｎ元

数组．由线性代数的知识，直接计算可知

Ｄｎ（λ）＝ｄｅｔ（λＩ－Ｍ）

＝（λ－ａｎ）Ｄｎ－１（λ）＋（λ－ａ１）…（λ－ａｎ－１）ｑ２ｎ
＝（λ－ａｎ）（（λ－ａｎ－１）Ｄｎ－２（λ）＋（λ－ａ１）…（λ

－ａｎ－２）ｑ２ｎ－１）＋（λ－ａ１）…（λ－ａｎ－１）ｑ２ｎ
＝（λ－ａｎ）（λ－ａｎ－１）（（λ－ａｎ－２）Ｄｎ－３（λ）＋（λ

－ａ１）…（λ－ａｎ－３）ｑ２ｎ－２）＋（（λ－ａ１）…（λ－ａａ－２）·

ｑ２ｎ－１（λ－ａｎ））＋（（λ－ａ１）…（λ－ａｎ－１）ｑ２ｎ）

＝…

＝∏
ｎ

ｉ＝１

（λ－ａｉ）＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｑ２ｉ∏

ｊ≠ｉ

（λ－ａｊ（ ））
由广义韦达（Ｖｉｅｔｅ）定理

∏
ｎ

ｉ＝１

（λ－ａｉ）＝∑
ｎ

ｌ＝０

（－１）ｎ－ｌＳｎ－ｌ（ａ）λｌ，

得
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Ｄｎ（λ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
λｎ－ｋ［（－１）ｋＳｋ（ａ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｑ２ｉ·

（－１）ｋ－１　Ｓｋ－１；ｉ（ａ）］． （１．７）
另一方面，由于多项式函数

ｆ（λ）＝∑
ｎ

ｋ＝０

ｆ（ｎ－ｋ）（０）
（ｎ－ｋ）！λ

ｎ－ｋ，

所以，求函数Ｄｎ（λ）在０点的ｎ－ｋ阶导数，可知

Ｄ（ｎ－ｋ）
ｎ （０）＝∑

ｎ－ｋ

ｌ＝０
Ｃｌｎ－ｋ（∏

ｎ

ｉ＝１

（λ－ａｉ））（ｌ）

１＋∑
ｎ

ｉ＝１

ｑ２ｉ
λ－ａｉ

（ｎ－ｋ－ｌ

（
）

λ＝０

＝（－１）ｋ（ｎ－ｋ）！·

Ｓｋ（ａ）１＋∑
ｎ

ｉ＝１

ｑ２ｉ
－ａ（ ）ｉ（ ＋

∑
ｎ－ｋ－１

ｌ＝０
∑
ｎ

ｉ＝１

Ｓｎ－ｌ（ａ）ｑ２ｉ
（－ａｉ）ｎ－ｋ－ｌ ）＋１

于是

Ｓｋ（λ（Ｍ））＝
（－１）ｋ
（ｎ－ｋ）！Ｄ

ｎ－ｋ
ｎ （０）

＝Ｓｋ（ａ）１＋∑
ｎ

ｉ＝１

ｑ２ｉ
－ａ（ ）ｉ ＋

∑
ｎ－ｋ－１

ｌ＝０
Ｓｎ－ｌ（ａ）∑

ｎ

ｉ＝１

ｑ２ｉ
（－ａｉ）ｎ－ｋ－ｌ＋１

＝Ｓｋ（ａ）＋∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ－ｋ

ｌ＝０

Ｓｎ－ｌ（ａ）
（－ａｉ）ｎ－ｋ－ｌ＋（ ）１ ｑ２ｉ．（１．８）

再次 应 用 广 义 韦 达（Ｖｉｅｔｅ）定 理，比 较（１．７）和

（１．８），可得

∑
ｎ－ｋ

ｌ＝０

Ｓｎ－ｌ（ａ）
（－ａｉ）ｎ－ｋ－ｌ＋１

＝－Ｓｋ－１；ｉ（ａ）．

定理１得证．
若记

Ａｉｋ（ａ）＝∑
ｎ－ｋ

ｌ＝０

Ｓｎ－ｌ（ａ）
（－ａｉ）ｎ－ｋ－ｌ

， （１．９）

由（１．５）可知：Ａｉｎ（ａ）＝Ｓｎ（ａ），ｉ＝１，２，…，ｎ．而当

１≤ｋ≤ｎ－１时，我们有如下推论

推论２　对 于 任 意 一 个 正 的ｎ元 数 组ａ＝
（ａ１，ａ２，…，ａｎ），当１≤ｋ≤ｎ－１时，Ａｉｋ（ａ）都相等

当且仅当ａｉ 都相等．
特别地，取ａ＝（１，１，…，１），得到如下恒等式

∑
ｎ－ｋ

ｌ＝０

（－１）ｎ－ｌＣｎ－ｌｎ ＝ｋｎ
（－１）ｋＣｋｎ． （１．１０）

具体地讲，

－Ｃ０ｎ＝－１ｎＣ
１
ｎ．

Ｃ０ｎ－Ｃ１ｎ＝－２ｎＣ
２
ｎ．

－Ｃ０ｎ＋Ｃ１ｎ－Ｃ２ｎ＝－３ｎＣ
３
ｎ．

Ｃ０ｎ－Ｃ１ｎ＋Ｃ２ｎ－Ｃ３ｎ＝－４ｎＣ
４
ｎ．

－Ｃ０ｎ＋Ｃ１ｎ－Ｃ２ｎ＋Ｃ３ｎ－Ｃ４ｎ＝－５ｎＣ
５
ｎ．

……　　　……　　　
（－１）ｎ－１　Ｃ０ｎ＋（－１）ｎ－２　Ｃ１ｎ＋…＋（－１）Ｃｍ－２ｎ ＝

－ｎ－１ｎ Ｃ
ｍ－１
ｎ ．

（－１）ｎＣ０ｎ＋（－１）ｎ－１　Ｃ１ｎ＋（－１）ｎ－２　Ｃ２ｎ＋…＋
（－１）·Ｃｎ－１ｎ ＝－１．
这里用到了Ｃｋｎ＝Ｃｎ－ｋｎ ．

证 明 　 当ｋ＝１，时 由 （１．５）可 知，Ａｉ１ ＝
ａｉＳ０；ｉ（ａ）＝ａｉ．结论显然成立．

当ｋ≥２，ｎ≥３时，取任意的ｉ１，ｉ２∈｛１，２，…，

ｎ｝，由恒等式（１．５）和（１．４），可知

Ａｉ１ｋ（ａ）－Ａｉ２ｋ（ａ）＝ａｉ１Ｓｋ－１；ｉ１（ａ）－ａｉ２Ｓｋ－１；ｉ２（ａ）

＝ａｉ１［ａｉ２Ｓｋ－２；ｉ１ｉ２（ａ）＋Ｓｋ－１；ｉ１ｉ２（ａ）］－ａｉ２·
［ａｉ１Ｓｋ－２；ｉ１ｉ２（ａ）＋Ｓｋ－１；ｉ１ｉ２（ａ）］

＝（ａｉ１－ａｉ２）Ｓｋ－１；ｉ１ｉ２（ａ）．
由ａｉ＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ，可 知Ｓｋ－１；ｉ１ｉ２（ａ）≠０．因

此，Ａｉ１ｋ（ａ）＝Ａｉ２ｋ（ａ）当且仅当ａｉ１＝ａｉ２．再由ｉ１，ｉ２
的任意性可知结论成立．

特别地，取ｎ元数（ａ１，ａ２，…，ａｎ）＝（１，１，…，

１）并记Ａｉｋ（ａ）＝ｃ（ｋ）则由恒等式

∑
ｎ

ｉ＝１
Ａｉｋ（ａ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉＳｋ－１；ｉ（ａ）＝ｋＳｋ（ａ）

可知ｎｃ（ｋ）＝ｋＣｋｎ，即ｃ（ｋ）＝ｋｎＣ
ｋ
ｎ．代 入（１．９），可

得组合恒等式（１．１０）成立．证毕．
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