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一. 填空题 (22 分):

17 世纪以来, 偏微分方程不仅促进了数学学科的进步, 也推动了科学、技术、工

程、社会的发展. 偏微分方程主要来源于几何学与 (1) , 也在生物数学与 (2) 等领

域大量出现. 本课程学习了 (两个自变量的) 二阶线性偏微分方程和一阶非线性偏微分

方程.

在二阶方程方面, 除了学习线性方程的化简与分类外, 主要研究了位势方程边值问

题,热传导方程、波动方程初边值问题和 Cauchy问题解的 (3) . 极值原理基于 (4) ,

能量积分基于 (5) , 它们都是研究解 (6) 和 (7) 的有效手段. 解的存在性大部

分是通过寻求形式解来完成的, Green 函数法、Fourier 变换法、行波法、球面平均法

和 (8) 等都是求解这些定解问题的重要方法, 而 (9) 却是一个证明 Laplace 方程

Dirichlet 问题解存在性的非构造性方法.

在一阶方程方面, 证明了 Cauchy-Kovalevskaya 定理, 其地位相应于常微分方程中

y′ = f(x, y)初值问题幂级数解的 (10) ; 介绍了 (11) 方法, 用来具体求解一阶方程

的 Cauchy 问题.

二. 简答题 (22 分):

1. 分别具体写出一个有意义的二阶拟线性方程和一个有意义的线性双曲型方程.

2. 写出三维 Laplace 方程的基本解和它的导函数, 以及上半空间的 Green 函数.

3. 特征值问题 X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < 1, X(0) = X(1) = 0 的解是什么？.

4. 你做过作业中的选做题吗? 你看过有关偏微分方程的课外书吗? 试举一例.
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三. 计算题 (36 分):

1. 求解定解问题 
uxy + uy = 0, x > 0, y > 0,

u(x, 0) = x2, x ≥ 0,

u(0, y) = y2, y ≥ 0.

2. 求解 Cauchy 问题 {
(x2 + 1)ux + uy = 0,

u(0, y) = y2.

3. 通过 Fourier 变换, 求出 Cauchy 问题{
ut = uxx + ux + u, −∞ < x < +∞, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), −∞ < x < +∞

的形式解.

四. 证明题 (20 分):

1. 设 Ω 是 Rn 中的有界光滑区域, T > 0, QT = Ω× (0, T ], u 是{
ut −△u+ u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u = 0, (x, t) ∈ ∂pQT

的光滑解, 证明

max
QT

|u| ≤ max
QT

|f |.

2. 证明波动方程初边值问题
utt = △u, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω,
∂u
∂ν

+ ut = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0

只有零古典解, 其中 Ω 是 Rn 中的有界光滑区域, ν 是边界 ∂Ω 的单位外法向量.


