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一. 填空题(16分):

经过近300年的发展, 偏微分方程紧密联系 (1) 、 (2) 等方面的需要, 对一阶方程

和二阶线性方程的适定性(即解的 (3) 、 (4) 和 (5) )已经有了系统的了解, 形成了

广泛使用的有效方法, 比如 (6) 、 (7) 和 (8) 等.

二. 简答题(18分):

1. 写出下列热传导方程Cauchy问题的线性叠加原理： ut = a2uxx + f(x, t), −∞ < x < +∞, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), −∞ < x < +∞.

2. 对Cauchy问题 uxx + 2uxy − 3uyy = 0, −∞ < x < +∞, y > 0,

u(x, 0) = sinx, ut(x, 0) = 0, −∞ < x < +∞

关于x进行Fourier变换, 写出得到的常微分方程初值问题.

3. 设u是弦振动方程初边值问题
utt = uxx, 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x2(1− x), 0 ≤ x ≤ 1

的解, 求 ∫ 1

0

(
u2t (x, t) + u2x(x, t)

)
dx.
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三. 计算题(54分):

1. 求解一阶线性偏微分方程Cauchy问题xux − yuy = u,

u(s, 3s) = 1 + s2, s > 0.

2. 化简二阶线性偏微分方程

uxx − 2 sin xuxy − cos2 xuyy + ux + (1− sin x− cos x)uy = 0,

并求出它的通解.

3. 求解Laplace方程Dirichlet问题
uxx + uyy = 0, 0 < x < 1, 0 < y < 1,

u(x, 0) = φ(x), u(x, 1) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

u(0, y) = u(1, y) = 0, 0 ≤ y ≤ 1,

其中φ(x)是已知函数.

四. 证明题(12分):

1. 设u是弦振动方程Cauchy问题utt = a2uxx, −∞ < x < +∞, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), −∞ < x < +∞

的解, 其中a是一个正常数, φ(x)和ψ(x)是光滑函数, 且当|x| ≥ M时, φ(x) = ψ(x) = 0.

证明: 当|x| ≥M + at时, u(x, t) = 0.

2. 已知 Ω ⊂ Rn是有界区域, u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω)满足Possion方程Dirichlet问题△u = −1, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.

试证: 对任意的x0 ∈ Ω, 有

1

2n
min
x∈∂Ω

|x− x0|2 ≤ u(x0) ≤
1

2n
max
x∈∂Ω

|x− x0|2.
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