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摘 要: 本文介绍学习华罗庚经济最优化的数学理论的新体会. 一是将该模型的稳定性研究转化为马

氏链同样理论的研究. 二是提供了较为完整的算法. 三是介绍并修正华先生发表于 1987年、但尚未引

起重视的关于带消费的实际模型的简洁处理方案. 同时给出了简单例证. 为读者方便, 本文还包括前期

成果回顾、历史考证、必备知识概述等.
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华罗庚经济最优化的数学理论是他从 1982年开始直至仙逝前 (1985年 6月)的主要研

究成果. 目标是为我国经济的振兴、制定国民经济发展规划等提供数学上的分析参考. 从

我们所收集到的已发表论著 [11–22]中, 足以看出他为此课题付出了极为艰辛的努力. 此理

论的出发点是早已在国际上通行的 “投入产出法”. 因为当年我国执行的是 “计划经济”, 所

以这批文章的标题中都有这顶帽子. 然而, 华先生在文 [14]早已指出: 他的理论模型完全适

用于 “市场经济”, 只需做个简单变换即可. 他当然严格区分价值与价格, 前者为内在属性,

后者有很多不确定因素, 未必靠得住. 其实作为联合国提倡的分析国民经济最主要工具的

“投入产出法”, 当然更多地应用于以 “市场经济”为主的国家. 对于这些国家, 也有 “基础

建设”, “国防费用”, “教育、行政”, “尖端技术”等每年都需要议会审批的大计划. 在我国

则有 “五年计划”. 那怕对于一个小公司, 也需要一点小计划. 所以问题并不在于 “计划”或

“市场”, 而在于寻找一个合理高效的平衡解. 众所周知, 每一个系统都需要某种平衡. 例如

生态学, 核心是物种共存, 不同物种之间需要一种平衡. 又如人口学, 老、中、少之间, 男

女之间都需要某种平衡. 任何系统, 只要平衡遭到破坏, 那就需要付出巨大代价才可能回到

老平衡或建立新平衡. 华先生对于 “投入产出法”的根本性贡献在于: 从数学上给出了经济

平衡的唯一解, 失去平衡时间的估计以及各种调整方案. 其中一个大问题的解答是直至他

仙逝前不久才找到的, 至今尚未得到应有的重视.
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区别于已有经济理论的主要标志在于: 华先生的理论是定量的, 可计算的. 这一理论

至今尚未得到普及, 原因可能是尚无此理论的普及版、又缺乏好算法. 后者是我们求寻多

年、最近刚解决的难题, 也是本文的主要目标之一. 相信这里提供的高效算法可作为理论

分析的基本工具.

本文共分 7小节. § 1.引言: 两种数学模型; § 2.矩阵论的两个基本结果; § 3.基本定理
及其更新; § 4.不可约非负方阵与马氏链; § 5.稳定性分析三例; § 6.算法及进一步课题; § 7.
补充说明和证明.

§1. 引言: 两种数学模型

先概述这个理论的两种模型. 将我们所关心的产品所构成的产综 (固定单位: 瓩,

吨· · · · · · 等)记为

x =
(
x(1), x(2), · · · , x(d)

)
.

要了解当前的经济状况, 需要调查如下三种数据

• 去年的投入产综: x0 =
(
x
(1)
0 , x

(2)
0 , · · · , x(d)0

)
;

• 今年的产出产综: x1 =
(
x
(1)
1 , x

(2)
1 , · · · , x(d)1

)
;

• 结构方阵 (消耗系数方阵): A0 =
(
a
(0)
ij : i, j = 1, 2, · · · , d

)
.

其中矩阵A0的含义是: 每生产一个单位的 i类产品, 需消耗 a
(0)
ij 个单位的 j类产品. 于是有

x
(j)
0 =

d∑
i=1

x
(i)
1 a

(0)
ij . 写成矩阵形式 : x0 = x1A0.

反过来, 对于给定的 x0 和 A0, 要唯一确定 x1, 需要 A0 可逆. 先假定所生产出的产品全部

用于再生产, 此即

理想化模型或无消费模型.

此时有 xn−1 = xnAn−1, n > 1. 从而

x0 = x1A0 = x2A1A0 = · · · = xnAn−1 · · ·A0.

对于时齐情形 An ≡ A, 我们得到著名的投入产出法:

x0 = xnA
n, n > 1. (1)

如只是研究稳定性, 即上式右方当 n → ∞时的极限行为, 则只需用到 An 的渐近行为, 不

必假定 A可逆. 但当 A可逆时, 上式等价于

xn = x0A
−n, n > 1. (2)
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当然, 理想化模型不切实际, 实际中真正需要的是

带消费模型.

要点是每一年要拿出一部分用于消费而不是用于再生产. 华先生曾建议过两种处理方
法. 在文 [13; (IV)] 和 [16] 中使用

xn − ξn = xn+1A,

其中 ξn 为消费量; 而在文 [18, 22] 中, 则将上式左方改为

xn+1 − ξn.

文 [6] 及笔者所见到的应用华理论的论文, 都采用的是后者. 然而, 华的书 [20] 又回到前者.

本文的末尾将详细讨论这一探索历程 (包括 ξn 的构造).

区别于传统的投入产出法, 华罗庚将经济系统分解为两块分别处理. 先研究呈现数学
本质部分的无消费模型, 再将带消费模型化归前一模型. 读者无妨猜猜其中的奥妙!

本文的最主要结果有三个: 其一是提供华先生理论的一种等效的马氏链描述 (§ 4), 这
对于理解稳定性的本质以及计算都有很大好处 (参见例 13); 其二是算法 (§ 6), 特别是刚刚

完善的拟对称化算法, 相信会在投入产出法的各种分析以及其它领域得到广泛应用. 其三
是介绍华先生的更新结果及笔者的修正 (§ 7 (2)).

§2. 矩阵论的两个基本结果

为陈述华罗庚理论的主要定理, 需要用到矩阵论中的两个基本结果. 本节也只涉及

两个概念: 不可约性和非周期性. 记 E = {1, 2, · · · , d}, A = (aij : i, j ∈ E), An =
(
a
(n)
ij :

i, j ∈ E
)
. 如常, 非负矩阵指其所有元素非负. 同样地有正矩阵.

定义 1 称非负矩阵 A = (aij)不可约, 如对每一对 i, j ∈ E, 存在互不相同的 i = i1,

i2, · · · , im = j 使得

ai1i2 > 0, ai2i3 > 0, · · · , aim−1im > 0.

简单地说, 不可约意指每一对 i, j 互通, 既存在如上的从 i到 j 的通路, 也存在一条从

j 到 i的通路. 若以 aij > 0标记集合 E 中连接两点 i和 j 之间的边, 则 E 中的点连同刚刚

赋上的边就构成一个连通图. 下述定理应当是不可约非负矩阵的最重要结果, 它也是此理

论的基石.

定理 2 (Perron-Frobenius: 1907, 1912) 非负不可约矩阵 A的谱半径 ρ(A)是正的单

重特征值, 其左、右特征向量也是正的.
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分别以 u (行向量)和 v (列向量)表 A相应于 ρ(A)的左、右正特征向量 (贯穿全文, 特

征向量可相差一非零常数):

uA = ρ(A)u, Av = ρ(A)v.

也简称为最大左、右正特征向量. 如上式所示, 向量的行、列属性常可自动识别, 不必逐一

标出.

自此以后, 假定对于每一个 i ∈ E,{
n > 1 : a

(n)
ii > 0

}
̸= ∅. (3)

定义 3 点 i ∈ E 的周期定义为 (3)中集合元素的最大公约数, 记之为 di. 如 di = 1,

则称 i非周期. 当 A不可约时, 可证一切 i同周期 [7; 定理 1.26]. 此时称之为 A的周期. 特

别地, 如共同周期为 1, 则称 A非周期.

对于不可约的 A, 只要其对角线含一正元素, 就是非周期的. 此时有如下性质.

命题 4 对于非负不可约、非周期的A, 存在自然数M 6 (d−1)2+1使得当m > M

时, Am 为正方阵 (见 [23; 例 8.3.4 和习题 8.3.9]). 如对角线元素全正, 则结论可加强为

M 6 d− 1 (见 [23; (8.3.5)式]). 记满足条件的最小的M 为Mmin.

命题 5 对于非负不可约、非周期 A, 每一个不同于 ρ(A)的特征值的模均小于 ρ(A).

这样, 每一个非负不可约、非周期的矩阵 A拥有三大要素: 最大正的、也是模最大的

特征值 ρ(A), 其 (最大)左特征向量 u和 (最大)右特征向量 v.

本小节的材料是经典的 (也许除命题 4而外), 也都是常见的. 其细节可从 [7; 第一章],

[20]或Wikipedia中的条目 “Perron-Frobenius定理”找到. 我们这里使用的是马氏链的术

语. 在矩阵论中称这里的 “不可约”为 “不可分拆”, 而这里的 “不可约、非周期非负方阵”

则被简称为 “原方阵”.

作为本小节的结束, 我们提供一个简单例子, 说明模型中 A的可逆性假设是必要的.

给定 {0, 1}上的一个正概率分布 π (行向量). 取 A = 1π, 其中 1为元素恒为 1的列向量.

则 A不可约、非周期, 唯一平稳分布就是 π: π = πA. 现在, 取 x0 = π, 则易证任一概率分

布 x1 都满足方程 x0 = x1A. 但当 x0 ̸= π时, 该方程关于 x1 (非负且 x11 = 1)无解. 这说

明此方程不能完全决定一个投入产出系统. 原因就是 A的秩为 1, 不可逆.

§3. 基本定理及其更新

自此以后, 除非另有声明, 常假定 A非负不可约且非周期.

下面是华罗庚经济最优化理论的基本定理, 第 (1)部分取自 [17, 19, 20]; 第 (2)部分取

自 [18, 22].
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定理 6 假设 A可逆.

(1) 无消费理想模型. 第 n步产出 xn = x0A
−n, n > 1, 其中 x0为投入.

– 最好的投入是 x0 =最大左特征向量. 此时有最佳发展速度 ρ(A)−1 (允许 A有

周期).

– 否则, 必定存在自然数 n0, 使得当 n > n0时, 向量 xn含不同号的分量.

(2) 带消费实用模型. xn = x0B
n, n > 1, 其中

B = (1− α)A−1 + αI (不再是非负矩阵),

而 α ∈ (0, 1)为消费比例. 此时经济发展速度为 (1− α)ρ(A)−1 + α.

下面是定理 6 的更新版本. 首先注意投入产出模型本质上是一个递推方程 xn−1 =

xnA. 这样, 如前所述, 对于给定的 xn−1 (这是经济逐年发展的动态方程), 要求此方程关于

变量 xn 有唯一解. 于是常假定 A为可逆方阵. 如果仅关心 xnA
n 的极限行为, 则完全用不

着 A−1, 这早在文 [1]的证明中便可看出. 另一方面, 留心从计算角度看, 特别对于大矩阵,

矩阵求逆运算远非平凡. 况且解线性方程组有多种方法, 未必需要求逆运算. 因此, 下述定

理的第 (1)部分避开了逆矩阵写法; 定理的第 (2)部分源于 [20; 笫三章, § 1的末段], 略有修

正 (详情见 § 7 (2)), 是一个本质性更新.

定理 7 (1) 无消费理想模型. 第 n步产出 xn 是方程 x0 = xnA
n, n > 1的非负、

非零解, 其中 x0为投入.

– 以下两条细节同定理 6 (1).

(2) 带消费实用模型. 只需将上条 (1)中的 A换成

Aα := (1− α)A+ αI [⇒ ρ(Aα) = (1− α) ρ(A) + α], α ∈ (0, 1).

此处 A可为周期但 Aα必非周期. 两者共有最大左、右特征向量 u和 v.

应当指出这里的第 (2)部分只是将定理 6 (2)的 B 中的 A−1换成 A. 但前者的 B 不再

非负, 其分析需使用实矩阵的谱结构, 复杂程度远非只用到非负矩阵 A主特征对的后者可

比拟. 文末的 § 7 (2)将指出: 两处的参数 α的意义完全不同.

作为定理 7的直接应用, 我们有如下结果 (其证明推迟到 § 7 (2)).

推论 8 如设经济的增长速度为 δ ∈ (0, min{ρ(A)−1−1, 1}), 则第n+1年的消费量为

ξn =
1− (1 + δ)ρ(A)

δ
(xn+1 − xn),

其中 xn为递推方程

xn = xn+1[(1− α)A+ αI], α :=
(1 + δ)−1 − ρ(A)

1− ρ(A)

的解, x0为预先给定的初值. 反之, 由第 n+ 1年的消费不超过 ξn可确定最大增长速度 δ.

基于定理 7, 文 [1, 5]所研究的随机模型可得到简化.
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§4. 不可约非负方阵与马氏链

因为笔者长期研究马氏链, 自然会考虑一特殊情形: A为转移概率矩阵 P . 此时左正

特征向量就是 P 的平稳分布, 常记作 π: π = πP . 在不可约条件下, 此平稳分布唯一, 由此

可体会到离开平稳分布系统就会出问题. 进一步问, 能否将经济系统的稳定性化归马氏链

的稳定性来研究? 首先, 这就需要从 A构造出紧密相关的 P . 留意后者远比前者特殊: 非

负, 行和为 1, 从而最大特征值为 1. 头、尾两条很容易满足, 只需把 A换成 Aρ(A)−1. 问题

在于第二个条件: 行和为 1. 这意味着我们需要修改 Aρ(A)−1的每一列元素, 即建议我们要

右乘一个正向量 (例如说 w)所生成的对角矩阵 Dw:

A

ρ(A)
Dw.

此处我们介绍几个文中要用到的特殊记号:

Dw : 以向量 w = (w(k) : k ∈ E)作为对角线元素的对角矩阵.

wα :=
(
(w(k))α : k ∈ E

)
.

x⊙ y :=
(
x(k)y(k) : k ∈ E

)
, 称为分量乘积向量.

这样, 若以 ∗表示转置, 则易见

当 w的元素均非零时, D−1
w = Dw−1 .

1∗Dw = w (行向量), Dw1 = w (列向量). (4)

DxDy = Dx⊙y, xDy = x⊙ y (行), Dxy = x⊙ y (列).

如上得到的矩阵 ρ(A)−1ADw 的行和未必是常数. 所以每一行还需要归一化. 这引导我们

选用 w = v, 即定义

pij =
aijvj
viρ(A)

, i, j ∈ E ⇐⇒ P = Dv−1

A

ρ(A)
Dv. (5)

在文 [1; (I)]中, 笔者正是采用此法证明华罗庚的基本定理. 在随机过程的教材 [7]中, 也以

此作为开篇.

下面是由 (5)所定义的转移概率矩阵 P 的主要性质.

引理 9 (陈: 1992) (1) P > 0, P1 = 1.

(2) Pn = Dv−1 [A/ρ(A)]nDv.

(3) ∀ i, j,m: p
(m)
ij > 0 ⇐⇒ a

(m)
ij > 0. 特别地, P 与 A有相同的不可约性和周期性.

(4) ρ(P ) = 1, 其所对应的右、左特征向量分别为 1和 u⊙ v. 特别地, P 有平稳分布 π =

u⊙ v/uv: π = πP .
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证明: 此处, 只证性质 (4)末尾左特征向量的表达式. 由性质 (2)知,

Dv P =
A

ρ(A)
Dv.

两边左乘 Du, 由 (4)得

Du⊙v P = Du

( A

ρ(A)

)
Dv.

然后两边左乘 1∗, 再由 (4)得

u⊙ v P = u
( A

ρ(A)

)
Dv = uDv = u⊙ v.

其中第 2个等号用到 u为 A的最大左特征向量. 最后, 因为 P 不可约、非周期, 由有限马

氏链的一个基本定理 (参见 [7; 定理 1.17]或使用 Perron-Frobenius定理)知不变测度 (或最

大左特征向量) u⊙ v唯一. 这便证得 P 有唯一平稳分布 π = u⊙ v/(uv): π = πP , 得出所

需断言. �

引理 10 相应于 Aα = (1− α)A+ αI, α ∈ (0, 1), 我们有

Pα = (1− β)P + βI, β := α[(1− α)ρ(A) + α]−1.

此外, {Pα : α ∈ [0, 1)}有共同的最大特征值 1及其左、右特征向量 π和 1.

证明: 因为 Aα与 A有相同的右特征向量 v, 由 (5)知

Pα =
1

ρ(Aα)

[
(1− α)ρ(A)Dv−1

A

ρ(A)
Dv + αI

]
=

(1− α)ρ(A)P + αI

(1− α)ρ(A) + α
.

得出前一断言. 然后易证后一断言. �
下述结果给出关于 A和 P 的两种迭代算法的等效性.

定理 11 P 的迭代序列 {µn}n>0与 A的迭代序列 {xn}n>0及 v满足恒等式:

µn = ρ(A)nxn ⊙ v, n > 0, (6)

xn = ρ(A)−nµn ⊙ v−1, n > 0. (7)

因此, 两种算法等效.

证明: 设 {xn}n>1是由方程 x0 = xnA
n所决定的递推解. 那么

x0Dv = xnDvDv−1AnDv

= [ρ(A)nxnDv]Dv−1

( A

ρ(A)

)n
Dv

= [ρ(A)nxnDv]P
n (由引理 9 (2)).
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留意由 (4)知, x0Dv = ρ(A)0x0 ⊙ v. 这样, µn := ρ(A)nxn ⊙ v (n > 0)就是递推方程 µ0 =

µnP
n (n > 1)的解. 这便证得 (6), 等价地, 证得 (7). �
在 (6)式两边右乘向量 1, 得出 ρ(A)nxnv = µn1. 特别地, 如取 x0 = u, 则 µ0 = u⊙ v,

归一化条件成为 uv = µ01 = 1 = π1. 留意 µn 与 xn 相差一个指数式主阶 ρ(A)n 及一常值

向量因子 ν (参见随后的例 13).

由定理 11 立即得到下述结果. 其中的末项断言是本人与毛永华共同完成的, 留待

§ 7 (1)再证.

推论 12 µn含零 (或负)分量当且仅当 xn如此. 命

失衡时 : Tx0 = inf
{
n : ∃ j 使得 x(j)n 6 0

}
,

崩溃时 : T+
x0

= inf
{
n : ∃ j使得 x(j)n < 0

}
.

类似地可定义 Tµ0 和 T+
µ0
. 则我们有 Tµ0 = Tx0 ; T

+
µ0

= T+
x0
. 更进一步有

Tµ0 6 T+
µ0

6 Tµ0 +Mmin (参见命题 4),

即两者相差有限. 此估计可达精确 (例 15).

我们已经证明, 华的经济模型的稳定性理论可以转化为马氏链的同样理论. 我们也见

到前一理论的各种推广, 如考虑可约情形等. 在马氏链理论中, 有个专题称为 “状态分类”,

包括可约、周期等一般情形, 甚至允许矩阵为无限阶. 这个理论似乎 60多年前便已完成.

只是笔者觉得, 目前我们关于经济模型的研究尚未成熟到需要考虑那么宽广模型的阶段.

作为本节的结束, 我们给出定理 7关键部分的证明要点 (也见 [1], [2; Chapter 10], 或

[7; § 1.1]). 我们的出发点是

马氏链遍历定理 (参见 [7; 定理 1.17 (3)]) 对于每一个不可约、非周期 P , 存在唯一平

稳分布 π: π = πP , 并且有 (一致收敛):

lim
n→∞

Pn = 1π. (8)

“失衡/崩溃” 断言的证明: 使用推论 12, 只需证: 对于给定的正 (相应地, 非负)的

µ0: µ01 = 1, 为使下式

µ0 = µnP
n [即迭代法: µn−1 = µnP ]

中的每一个解 µn非负, 当且仅当 µ0 = π.

由 P1 = 1及所给条件立得 µn1 = 1对一切 n > 1成立. 由此及 {µn}非负知: 存在子

列 {µnk
}, 它一致收敛于某非负的 µ且 µ1 = 1. 由 (8),

µ0 = lim
k→∞

µnk
Pnk = µ1π = π.
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这证得我们的主要结论: µ0 = π. 换言之. 若 µ0 ̸= π, 则不可能每步都有 µn > 0, 从而

Tµ0 < ∞. 相应地, 不可能每步都有 µn > 0, 从而 T+
µ0

< ∞. �
此证明本身不用假定 P 可逆, 但需假定解 µn存在 (并不要求唯一). 由引理 9 (2)及 (8)

易证 [20; 定理 2.11]: lim
n→∞

(A/ρ(A))n = vu且 uv = 1.

§5. 稳定性分析三例

首先看看华先生在他的系列文章中反复使用的最简单例子.

例 13 (华氏模型)

A =
1

100

(
25 14

40 12

)
, ρ(A) =

1

200

(
37 +

√
2409

)
.

其左、右特征向量分别为

u =

(
5

7

(
13 +

√
2409

)
, 20

)
, v =

(
1

80

(
13 +

√
2409

)
, 1

)∗
.

应当指出, 本文的全部计算都是使用Mathematica v 11.3完成的. 我们有

P =
1

ρ(A)
Dv−1ADv =


5

104

(
− 37 +

√
2409

) 1

104

(
289− 5

√
2409

)
1

130

(
241− 3

√
2409

) 3

130

(
− 37 +

√
2409

)
 .

从 [1, 7]已经看到, 使用马氏链想法有利于理解华氏理论模型并证明其基本定理. 现在

说明, 这对于计算大有帮助. 其原因是: 对于 A, ρ(A)常不等于 1, 因而在迭代计算 {xn}时
可能增长或下降很快. 但对于 P , 因为 ρ(P ) = 1, 此事不会发生. 下面是一数值例证. 当取

x0 = (44.344, 20) (3位小数近似)时, Tx0 = 8. 依次输出结果如下:

n 1 2 3 4

xn (103.028, 46.4677) (239.375, 107.96) (556.111, 250.868) (1292.85, 582.247)

n 5 6 7 8

xn (2990.66, 1362.96) (7165.52, 2998.2) (13054.5, 9754.73) (89821.2, -23501.9)

然而, 对于 P , 当我们选用 µ0 = (34.4118, 20)时 (这是上表用于 A的 x0 经下段的变换所

得到的用于 P 的初值, 未归一化以便与上方比较), 输出结果为

n 1 2 3 4

µn (34.4118, 20.0001) (34.4122, 19.9996) (34.4092, 20.0026) (34.4303, 19.9815)

n 5 6 7 8

µn (34.28, 20.1318) (35.351, 19.0608) (27.7201, 26.6917) (82.0905, -27.6787)
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两者之间的差别是显著的 (从第 8次迭代结果看: 89821.2/82.0905 ≈ 1094, 相差千倍). 须

知这还是二阶方阵. 对于大方阵, 其差别难以想像. 由定理 11知这两个表可经简单变换由

其一得其二, 但我们是分别算的. 这实际上给出了两种算法等效的一次验证.

为使用 Pα (引理 10)来计算对于不同的初值
{
x
(j)
0

}3
j=1
和不同比例 α (用于定理 7 (2)

而非定理 6 (2)所用者)下的 Tµ0 , 我们需要将关于 A或 Aα 的初值 x0 转化为关于 P 或 Pα

的初值 µ0. 为此, 使用 µ0 = x0 ⊙ v. 现在, ν = (ν(1), ν(2))∗:

ν(1) =
1

80

(
13 +

√
2409

)
≈ 0.77602, ν(2) = 1.

而 {µ(j)
0 }3j=1 = {(x(j)0 × ν(1), 20)}3j=1 (其中 x

(j)
0 为 u的不同近似):

x
(1)
0 = 44, x

(2)
0 = 44.344, x

(3)
0 = 44.34397483.

输出结果如下表.

µ0

Tµ0 α

0
2

7

3

8

1

2

5

6

µ
(1)
0 3 7 10 14 62

µ
(2)
0 8 17 23 36 157

µ
(3)
0 13 28 38 58 256

Tµ0 = T+
µ0

这样, 如果作为五年计划, 则除第一行的头一个不合格之外, 其余均可用.

下面是一实际模型. 需要留心通常投入、产出论著上的消费系数矩阵可能是本文所用

者的转置. 依马氏链理论看, 左特征向量对应于平稳分布, 乃是刻画系统稳定性的唯一方

式. 基于此, 我们使用华先生的模式: 最佳投入为左 (而不是右)特征向量.

例 14 (1997年山东省 6部门投入产出表)

A =



0.106525 0.140497 10−6 0.001946 0.166163 0.004297

0.10464 0.531081 0.001836 0.02247 0.060775 0.027266

0 0.606984 0.000324 0.04405 0.029865 0.040428

0.002742 0.277311 0.015089 0.082288 0.034568 0.061835

0.013753 0.219445 0.035205 0.06774 0.049044 0.176096

0.004744 0.219056 0.0454 0.040897 0.018104 0.091463


,

ρ(A) = 0.651093,

v = (0.252791, 0.54076, 0.561826, 0.333735, 0.359691, 0.295416)∗,
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P =



0.16361 0.461601 3.41348 · 10−6 0.00394584 0.363128 0.00771248

0.0751298 0.815676 0.00292973 0.0212989 0.0620879 0.0228774

0 0.897299 0.000497625 0.0401886 0.0293662 0.0326491

0.00318995 0.690124 0.0390138 0.126384 0.0572215 0.0840666

0.0148452 0.506708 0.0844566 0.0965327 0.0753257 0.222132

0.00623491 0.615862 0.132611 0.0709605 0.0338554 0.140476


,

记 µ = (4.2271, 45.7599, 1, 1.95712, 4.98704, 2.77413) (未归一化的 π). 下面是关于

µ0的三种不同取法 {µ(j)
0 }3j=1:

µ的整数部分, 小数点后 3位, µ的全 6位表示

和不同的 α, Tµ0 的计算结果.

µ0

Tµ0 α

0
2

7

3

8

1

2

5

6

µ
(1)
0 2 3 4 5 21

µ
(2)
0 4 10 14 20 81

µ
(3)
0 6 13 17 25 104

Tµ0 = T+
µ0

下例表明 Tµ0 与 T+
µ0
可以相当不同.

例 15 (Tµ0 与 T+
µ0
的比较) 由下述 A可算出其 ρ(A), v和 P 如次.

A =



0 1

1 0 4 0
4 0 9

9 0 16

16 0 25

25 0 36

0 36 0 49

49 1


,

ρ(A) = 63.2144,

v = (0.0000135879, 0.00085895, 0.0135711, 0.0949393, 0.367462, 0.868395, 1.26968, 1)∗,
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P =



0 1

0.000250246 0 0.99975 0
0.00400494 0 0.995995

0.0203515 0 0.979649

0.0653939 0 0.934606

0.167347 0 0.832653

0.389501 0 0.610499

0 0.984181 0.0158192


.

选取初值

µ0 = (1.1191 · 10−10, 2.50675 · 10−9, 0.000105045, 0.0000718535,

0.0756393, 0.00995291, 0.891543, 0.022688) (正向量).

则 µn = µ0P
−n, n > 1的输出情况如下表:

µ1, µ2 µ3, µ4 µ5, µ6 µ7, µ8 µ9, µ10 µ11, µ12 µ13, µ14 µ15

1 2 3 4 5 6 7 含负分量

末尾的 µ15含负分量. 其它数 k表示该列非负向量 µ#所含 0分量的个数. 显然有 Tµ0 = 1,

T+
µ0

= 15. 可算出Mmin = 14. 这样, 对于此例我们有 T+
µ0

= Tµ0 +Mmin. 因此推论 12的

末项断言可达精确. 应当说明, 使用上方的逆矩阵 P−1 来计算 µn 时, 如果精度不够, 很可

能在远小于 15的地方出现负分量. 我们这里采用的是反向计算: 先取定 µ# = (1, 0, 0, 0,

0, 0, 0, 0), 然后使用递推 µn−1 = µnP 依次算出 µ#−1, µ#−2, · · · , 找出第一个分量全正的向
量, 并将它重新标记为 µ0. 本例中, 从 µ#开始, 在第 13步, 由方程 µn#−14 = µ#−13P 首次

解出正向量 µ#−14. 于是 # = 14. 然后从 µ0 开始, 倒过来得出序列 {µk}14k=1, 即是上面表

中所用者. 此法用的只是向量与矩阵的乘法, 避免了矩阵求逆所带来的通常较大的误差.

§6. 算法及进一步课题

本文的基石之一是最大特征值及其左、右特征向量的计算. 从系统的稳定性分析可以

看出: 我们不仅需要这三个量, 而且还要求较高精度. 因为计算机硬件和软件都已有很大

发展, 对于小尺度或对称矩阵, 现在已经不难实现. 然而, 对于非对称矩阵, 依然受到很大

限制. 如同在文 [6; 例 9]中指出, 即使对于并不复杂的矩阵, Mathematica的 ‘Eigensystem’

只能算到 11阶; 而使用MatLab的 ‘eig’, 也只能算到 50阶. 故在该文中我们使用了一种对

称化技术并引进了第一、第二拟对称化技术. 对于该例, 我们算到 2043阶. 对于难得多的

非可配称情形, 我们也算到 1700阶 ([6; 例 13]). 只是对于第二拟对称化技术, 那里只提供

例证而未能给出完整的解答, 这正是本小节的主要目标.
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先介绍第一拟对称化技术. 给定非负不可约A=(aij). 定义如下Q矩阵 (马氏链术语):

Q = A−DA1.

由不可约性知, 方程

µQ = 0 (9)

有满足初始条件 µ1 = 1的唯一正解 µ = (µ1, µ2, · · · , µd). 有正测度 µ在手, 我们便可定义

A的 (第一)拟对称化 Â:

Â = Dµ1/2ADµ−1/2 . (10)

引进这一概念的重要原因在于: A关于 µ可配称, 即

DµA = A∗Dµ [= (DµA)
∗]

(它是对称性的极重要推广), 当且仅当 Â对称. 这样, 这项技术至少包含了可配称情形, 具

有可靠根基. 文 [3; § 4]通过一个简单三对角阵, 说明了对称化技术对于非对称、但可配称

矩阵特征对计算的无可替代的威力. 一般地, 我们不能指望 A可配称, 但 Â常会降低 A的

振幅 (如常, 定义为 maxA −minA). 以下我们以例 14作为样板, 介绍这两项拟对称化技

术及其用法. 为求解 (9)中的 µ, 将它改写成

Q∗\{末行}µ = 0,

此处 Q∗\{末行} 是从 Q的转置矩阵删去末行得到的矩阵, µ = (µ1, µ2, · · · , µd), µ1 = 1. 随

后, 凡是要用于矩阵变换的量都需留心计算的精度, 以避免造成后续计算太大的累积误差.

此处, 我们把计算精度从 16位提升为 32位. 所得结果为:

µ1 = 1,

µ2 = 2.8531814047923121151806660274704,

µ3 = 0.09558430724783717342572098976677,

µ4 = 0.37907469119803191131834390546421,

µ5 = 0.7194822020680197845947283288313,

µ6 = 0.7193584051909740027674766421367.

然后由 (10)得出 Â如下:

0.106525 0.0831768 3.2345 · 10−6 0.00316068 0.195895 0.00506632

0.176751 0.531081 0.010031 0.0616461 0.121026 0.0543017

0 0.111098 0.000324 0.0221196 0.0108854 0.0147368

0.00168822 0.10108 0.030049 0.082288 0.0250915 0.0448874

0.0116656 0.110197 0.0965875 0.0933239 0.049044 0.176111

0.00402362 0.109993 0.124548 0.056338 0.0181024 0.091463


.
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此刻, 我们的主要目标是通过求 Â的右特征向量来计算 A的右特征向量, 进而计算 ρ(A).

首先想到的是使用幂法. 令 w0 = 1,

wn = Â vn−1, n > 1, vn =
wn

∥wn∥
, n > 0.

同时计算

xn = max
16k6d

Âvn
vn

(k), yn = min
16k6d

Âvn
vn

(k), (11)

此处对任一 A,
Ax

x
(k) =

(Ax)(k)

x(k)
.

经过三步迭代, 得出

{xn, yn}3n=1 : {0.7806, 0.464414}, {0.683151, 0.573173}, {0.662076, 0.624656}

及相对误差

{1− yn/xn}3n=1 : 0.405055, 0.160987, 0.0565199.

第三步已相当小. 因为幂法再往下走的收敛速度很慢, 所以此时自然以 x3 = 0.662076作为

推移, 以

v3 = (0.249143, 0.860954, 0.160753, 0.190936, 0.28434, 0.231385)∗

为初值, 使用反幂法以加快收敛进程. 实践中使用 2次变推移反幂法及 2次固定推移反幂

法 (随后很快会解释这两种反幂法), 得出 Â右特征向量的振幅 (对于正向量 v, 这里使用

max v/min v)为 5.35576. 此刻我们要换一思路, 进入

第二拟对称化技术. 回忆幂法与反幂法都是以计算特征向量为中心的. 如果该向

量的振幅太大, 这根本就不可能实现. 所以进一步将 Â变换为特征向量尽可能平坦 (即

max v/min v近乎为 1)的矩阵, 自然对计算有利. 可惜两、三年前写文 [6]时并未找到合适

方法, 只是通过摸索找到针对具体模型的特定变换方法. 其实, 有了前面的准备之后, 问题

的解答远非想象中那么困难. 首先, 值得提及一初等结果并重述引理 9 (4)关于右特征向量

的结果如下.

引理 16 设 w为任一正向量, 命

(A :=)Aw = Dw−1ADw. (12)

则 A1 = A. 再记 Aw 的最大 (右)特征对为 (ρ(Aw), gw). 那么, 引理 9 (4)给出 gv = 1, 此

处 v如前为 A的最大右正特征向量. 一般地, 我们有

ρ(Aw) = ρ(A), g = g1 = Dwgw.

特别地, 若 max
i

|w(i) − v(i)|足够小, 则 gw 为接近于常值的向量.
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证明: 只证末项断言. 因为

Dwgw = g = Dvgv = Dv1,

由 (4), 我们有

gw = Dw−1Dv1 = Dw−1⊙v 1 = w−1 ⊙ v.

由此导出所需断言, 因为 w−1 ⊙ v是近乎常值的向量. �
若无歧义, 我们常将 (12)所定义的 Aw 简记为 A. 现在可以陈述我们的第二拟对称化

技术. 假定 w为 v的近似解, 则 (12)中所定义的 A的右特征向量近乎常值向量. 与 (5)不

同, (12)中略去了因子 ρ(A)−1, 因为在此刻应用时, 它还不够精确, 所以故事还需继续. 回

到我们的模型. 留心上面 Â的右特征向量的近似值 v3 并不平坦, 所以我们将引理 16应用

于 A = Â及 w = h, 这里 h是上述 v3的完整输出

h = (0.2491428826805199, 0.860953851076968, 0.16075295283055344,

0.1909361045560679, 0.2843399664827692, 0.2313848869722673).

目标是平滑右特征向量而不是矩阵本身. 所得到的 A如下:

0.106525 0.287431 2.08697 · 10−6 0.00242226 0.22357 0.00470521

0.0511483 0.531081 0.00187294 0.0136714 0.0399703 0.0145938

0 0.595013 0.000324 0.0262728 0.0192542 0.0212119

0.00220288 0.455781 0.0252988 0.082288 0.037366 0.0543965

0.0102216 0.333667 0.0546062 0.0626676 0.049044 0.143312

0.00433242 0.409268 0.0865285 0.0464895 0.0222454 0.091463


.

此刻, 让我们介绍一下马上要用到的两种反幂法: 变动或固定推移的反幂法. 先讲前

者. 给定矩阵 A、推移初值 z0和初值向量 w0, 命 wn为方程

(zn−1I −A)wn = vn−1, n > 1

的解, 其中 vn = wn/∥wn∥ (n > 0). 再定义 (xn, yn)如 (11). 下一步迭代的 (变动)推移取

为 zn = xn. 这里, 我们不能介绍很多细节, 只是提及: 综合幂法和上述两种反幂法的优点,

文 [4]给出了一种新算法, 可快速计算百万阶稀疏矩阵的前 6个特征对.

应当指出上述反幂法与常见的有根本不同. 后者取 zn 为 Rayleigh商 (Avn, vn). 它也

是一种变动推移的反幂法, 只是可靠性差一些. 固定推移的反幂法顾名思义仅有一处不同:

zn ≡ z0.

分别使用上一步所得到的 x3 和 1作为初始推移和初始向量 (由引理 16, 变换 Â → A

保持特征值不变, 但特征向量变成近乎常值向量), 经过两次变动推移的反幂法, 得出

{xn, yn}2n=1 : {0.651316, 0.650607}, {0.651093, 0.651093},
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{1− yn/xn} : 0.00108929, 4.16016 · 10−7,

v2 = (0.388965, 0.406711, 0.414222, 0.412546, 0.411337, 0.415114)∗.

此时结果已很好: x2与 y2的相对误差仅有阶 10−7. 所输出 A的右特征向量的近似解 v2也

已很平坦了, 但还不是常值向量, 离我们想要的 P 还有差距. 为了下一步变换到 P , 需要将

这个输出结果加细. 变动推移的反幂法已不能用 (会溢出), 所以改用收敛慢一些但更安全

的固定推移的反幂法. 经 5步迭代, 输出如下.

{xn, yn}5n=1 : 5对全相同, 都是 {0.651093, 0.651093},

{1− yn/xn} : 7.10543 · 10−13, 余下 4个的主阶相同, 都是 10−16,

v5 = (0.3889644490497301, 0.4067111070719223, 0.4142217482991163,

0.41254630195005726, 0.41133749564051797, 0.41511454976104367)∗.

这样, 我们有 ρ(A) = ρ(A) = 0.651093, 而这里的 v5 应是 A的最大右特征向量的极好近似

(由上面第二行的相对误差 (1 − y2/x2)可见, 其实取第 2步的 v2 已足够好了). 如果 v5 已

是 (正)常值向量, 则 A的最大右特征向量或调和函数已是正常值向量. 因此, 使用一个简

单的常数变换, 可从 A立即写出相应的 P , 我们已达到第二拟对称化的目标 (当然, 如要计

算关于原先 A的 P , 还需再算一步, 详见紧接的故事). 因为此刻 v5 是非常值向量, 我们还

需继续. 留心相似变换 A → Â → A, 保持谱不变, 若记它们的最大右特征向量分别为 g, ĝ,

和 g = v5, 则由引理 16得出

g = Dµ−1/2 ĝ, ĝ = Dh v5,

从而

g = Dµ−1/2 Dh v5 = Dµ−1/2⊙h v5 = µ−1/2 ⊙ h⊙ v5 (使用 (4)).

然后由 g = v与 ρ(A), 可以使用公式 (5)算出 P .

以 mv(B)表示关于矩阵 B 最大右特征向量近似解的振幅 (使用 max v/min v), 则我

们依次得到

mv(A) = 2.22249, mv

(
Â
)
= 5.35576, mv

(
A
)
= 1.06723, mv(P ) = 1,

留心这里的第 2个大于第 1个, 这并不奇怪, 因为 Â的作用是尽量拉平矩阵的元素. 这两个

矩阵最小元都是 0, 最大元分别为 0.606984和 0.531081. 虽然是小矩阵, 这里的振幅都不

大, 但多少展示出拟对称化技术的效果.

我们注意, A, Â与 A三者有相同的不可约性和非周期性, 因而有相同的 Tx0 和 T+
x0
. 所

以实际计算稳定性时未必要回到 A, 使用后两者导出的 P , 计算要方便很多, 特别当矩阵很

大时如此. 由此可以看出这里所建议的拟对称化技术的重要价值以及更多的灵活用法.
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至此, 我们仅以 6阶小矩阵为例, 介绍拟对称化算法. 自然会问对大矩阵效果如何? 仅

使用当时较成熟的第一拟对称化技术, 文 [6; § 3末尾]已给出随机测试. 使用笔记本电脑花

7小时, 算了 2326例 5000阶方阵, 平均用时 11秒. 现在有了成熟的第二拟对称化技术, 自

然大大提高了算法的有效性. 这样, 关于此模型的算法似乎比较完善了.

华先生理论的核心是: 经济系统的平衡由最大左特征向量决定, 后者完全取决于当前

的生产水平. 鉴于系统的高度敏感性, 华先生在文 [13; V, VI]和书 [20; 第三章 § 2, § 3]专
门建议了两种调整技术, 值得实践并加以完善. 容易想像这个数学理论对于研究国家或地

区、部门的经济平衡会有许多应用 (找出短板, 提供宏观调控的参考依据, 制定规划, 引导

创新驱动等), 例如见 [9, 24–27]等. 但依然有大量问题值得探讨、研究和实践, 特别是使用

现在的更新理论, 重新考察先前的探索. 另一方面, 我们也期盼本文能为投入产出模型的分

析提供一点有用的工具. 容易想象此领域有无数文献, 仅举一例 [8].

§7. 补充说明和证明

本小节给出两点历史性说明, 同时补充少量证明. 一是关于失衡时 Tx0 与崩溃时 T+
x0
;

二是尝试分析华先生发现定理 7 (2)的历史过程以及笔者的修正.

(1) 失衡时 Tx0 与崩溃时 T+
x0
. 我们在 [1–7]中, 称前者为崩溃时, 并未使用后者. 原因

是在文 [17]的证明中预先假定每步 “xn > 0”, 然后再导出矛盾, 从而该假定的否定就是

存在 “6 0”的分量. 再说此文基本定理的陈述中 “有不同号支量”而并非 “有负的支量”.

例如常用的符号函数 sgn有 +1, 0和 −1三种. 经查阅, 在 1983年投稿的包括文 [17]之

后, 华在文 [16, 20]的证明中, 将前述的 “xn > 0”修改为 “xn > 0” (但证法无需修改), 其

否定自然就成为 “有负的支量”, 即本文的崩溃时 T+
x0
. 同时表明, 两者同时有限, 当然还有

Tx0 6 T+
x0
. 另一方面, 因为

xTx0
= xTx0+MminA

Mmin ,

AMmin 为正矩阵, xTx0
含有零分量, 故 xTx0+Mmin ̸= 0必定含有负的分量. 这证得 T+

x0
6

Tx0 +Mmin. 于是完成了推论 12末项断言的证明.

类似地, 因为 A不可约, 不可能含任何零列, 于是推出 xTx0+1 ̸= 0必定含有零分量, 进

而 xTx0+n对于任何 n : 2 6 n 6 T+
x0

− Tx0 − 1亦如此. 同样证明适用于 “xT+
x0

+n (n > 1)含

有负分量”.

(2) 关于定理 7 (2)的历史进程. 笔者未见到任何文献引用这里所陈述的定理 7 (2), 源

于文献 [20]的结果.

(a)大约 [20]完成之前一年半左右,在文献 [13,16] (这两篇文章的收稿日期分别是 1983

年 10月 18日和 1984年 5月 4日)中, 带消费的数学模型均写成

x(ℓ) − ξ(ℓ) = x(ℓ+1)A, (13)

这里的 x(ℓ)等同于我们文中的 xℓ, 而 ξ(ℓ)表示用于消费的量.
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(b) ξ(ℓ)的具体表达式是大约完成文 [16]半年之后在文 [18] (收稿日期 1984年 11月 22

日)才给出的:

ξ(ℓ) = γ
(
x(ℓ+1) − x(ℓ)

)
, γ ∈ (0, 1). (14)

但此文中, 他同时将 (13) 的左方改写为 x(ℓ+1) − ξ(ℓ). 笔者注意到文 [18] 有一些后续研

究, 特别指出了原文中的一个失误: 基本定理需补充假定所有其它特征值的模小于最大者

ρ(A). 其实, 华先生在随后的文 [22]已作了更正, 并给出了一个非平凡反例作为附录. 在华

先生仙逝前 53天 (1985年 4月 20日)完成的文 [19], 只是对已发表的 (I)— (X)作小结, 后

续文章 [22], [6, 9, 24–27]全部沿用 [18].

(c) 最后换成本文所述形式源于书 [20; 第三章, § 1末段]. 将 (14)代入 (13), 导出

x(ℓ) = x(ℓ+1)Aγ , Aγ =
A+ γI

1 + γ
, ρ(Aγ) =

ρ(A) + γ

1 + γ
, γ ∈ (0, 1).

此系统的发展速度为 ρ(Aγ)
−1. 通常 ρ(Aγ) < 1. 此时增长速度为

ρ(Aγ)
−1 − 1 =

1− ρ(A)

ρ(A) + γ

y 1− ρ(A)

1 + ρ(A)
> 0, 如 γ ↑ 1.

换言之, 此模型对于 γ ∈ (0, 1)拥有一致正的增长速度. 这当然与实际不符. 为使右方趋于

零, 当且仅当 γ ↑ ∞. 本文取 γ = α(1− α)−1, α ∈ (0, 1). 然后 Aγ 变成定理 7 (2)中的 Aα.

此算子来得有点意外但却十分自然: 它是无消费算子 A与无增长算子 I 的凸组合. 留心通

常 γ 是指取出增产部分的比例用于消费, 所以过去一直假定其值小于 1. 可见 Aα 中用于

“消费”算子 I 的比例 α与先前增量比例的 γ 用于消费的含义完全不同. 其实, 当 α → 1

时, 增量→ 0, 从而以其 γ(α) > 1的倍数作为消费不仅合理、而且必要, 因为消费总量需

要有某种稳定性. 这同时表明: 原理论 (例如 [18])只将增产的一定比例 (γ ∈ (0, 1))用于消

费并不完全合理. 如同己在例 13, 14的计算所示, 当 α = 5/6 (⇔ γ(α) = 5)时, 此系统比

α 6 1/2 (⇔ γ(α) 6 1)时远为稳定. 事实上从 Aα 的表达式可以看出, 系统的稳定性随 α

(等价地, γ(α))的增加而增强. 华先生的新方案将原本可能远为复杂的情形转化为相对简

单但最基础的无消费情形. 从文 [18, 22]和 [5, 6]不难看出, 新方法大大简化了华先生早先

的理论 (原方法需使用更多 A的谱性质, 现在只用主特征对), 极为难能可贵, 无疑将对未

来的发展产生巨大影响.

推论 8的证明: 简记 ρ = ρ(A). 由定理 7 (2)知 ρ(Aα) = (1−α)ρ+α. 从而关于 Aα

的增长速度为
1

ρ(Aα)
− 1 =

1

(1− α)ρ+ α
− 1.

命右方等于 δ, 解出

α =
(1 + δ)−1 − ρ

1− ρ
.

然后得出

γ =
α

1− α
=

1− (1 + δ)ρ

δ
.
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使用这里的消费倍数 γ 代替 (14)中的消费比例 γ ∈ (0, 1), 由定理 7 (2)得出所需的第一个

断言. 关于第二个断言, 留意 α和 γ 都是关于 δ的减函数. 这样, 减小 δ (即降低增长速度)

等价于增加 α和 γ (即增加消费). �
如上所示, 从 [13] 到 [20] 的一年半左右的时间里, 经历了几次反复修改, 才形成书 [20;

第三章, § 1 末段] 所述的最后版本. 王元先生在此书的 “介绍” (前言) 中写道 “直至与我们

永别前不久, 才算最后完成了本书的选写”. 在此书中, 华先生罕见地未引用他所发表的 10

多篇报导性短文, 反而在 “序言” 开头写下如下令人深思的两段话 (请容许笔者抄录于此):

“序言是在书成之后写的, 但总放在书的前面. 探索也往往如此, 由简单开始, 在实践
中, 在思考中不断深化, 不断发展. 新的概念和方法出现, 旧的不断被扬弃或遗忘, 因而思索
与实践的宝贵过程反而淹没不见了, 而书上、文章上所见到的是成熟的或作者自以为成熟
的结论.

当然, 我不是说体系完备、证明严正的书不必要, 而是说读者往往要花很多的时间和

精力, 才能领会这些结果是怎样得来的, 作者为什么如此表达的, 等等.”

笔者深感遗憾的是: 虽然从 1988 年冬就开始关注华先生的这一理论, 但只是到前不
久, 才见到书 [20]. 两年多以前, 读过 [21] 中王元先生的文章, 该文的参考文献中含有 [20],

可惜并未引起注意, 走了不少弯路.
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Abstract: The paper consists of three parts. The first one is from the ergodic theorem of Markov chain

to L.K. Hua’s fundamental theorem on the optimization of economics. The second one is the Hua’s revised

version and the author’s modification of Hua’s theorem. The third one is the computational algorithms

on the maximal eigenpair of the structure matrix in the economic system. Some examples are illustrated.
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