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摘要 从数学上讲, 本文介绍从 Markov 链到非平衡交互作用粒子系统的发展; 从物理上讲, 这是从平

衡态统计力学到非平衡态统计物理的新进程. 本文介绍从中开发出来的几个典型成果和数学工具. 包

括平衡态与非平衡态模型的判别,非平衡态模型的数学构造、基本性质研究及概率度量和耦合方法等.
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1 引言

本文是作者 2017 年 10 月在 “International Conference on Spatial Probability and Statistical

Physics” (中国科学院数学与系统科学研究院) 的学术报告的第一部分.

故事发生在 40 多年前, 当时的数学界开始出现分流, 一部分人离开公理化路线, 开始回归自然.

作为代表, 有苏联的 Dobrushin 学派和美国的 Spitzer 学派. 前者于 1965 年开始探索统计力学的数学

基础, 形成随机场的概率与统计物理的交叉学科; 后者于 1970 年左右提出交互作用粒子系统. 这两方

面的研究均源于探索统计物理的数学基础. 稍晚些出现现已众所周知的几何与量子场论的交叉.

统计物理可分为平衡态和非平衡态两部分. 前者属经典, 后者大约初步形成于 1977 年.

下面的研究路线图 (见图 1) 大体上反应了我们最初一二十年的研究历程.

本文主要介绍此图中的三部分:

(1) 粒子系统、随机场 → 平衡态、非平衡态统计物理;

(2) Markov 链、跳过程 → 存在唯一、遍历性 → 反应扩散过程;

Downloaded to IP: 192.168.0.213 On: 2019-08-30 03:42:37 http://engine.scichina.com/doi/10.1360/N012017-00270

http://doi.org/10.1360/N012017-00270
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:mfchen@bnu.edu.cn
dell
高亮



陈木法: 源自统计物理的数学论题—统计物理与概率的交叉

平衡态

非平衡态

1990

""EE
EE

EE
EE

EE
EE

E

存在唯一

遍历性

1985

��

Markov 链

跳过程

1986

1983
oo

粒子系统

随机场
1977

//

1981

OO

1984 2007

��

反应扩散过程

1977

OO

1988 // 相变

1988

��
随机环境

平均场

耦合方法

概率度量

1983

OO

1992
//
特征值估计

1991

2008

OO

图 1 研究路线图

(3) 耦合方法、概率度量 → 反应扩散过程.

而将 “耦合方法、概率度量 → 特征值估计 ↔ 相变” 留到本文的姐妹篇 [1] 中讨论.

当年我们进入统计物理的背景有三个. 其一是非平衡统计物理的研究刚刚兴起, 北京师范大学一

批老师成立了一个跨学科的 “量子力学小组”, 严士健老师是成员之一. 他和李占柄的论文 [2] 是国内

此方向最早的工作之一.其二是美籍华裔学者钟开莱教授来华讲学时介绍了苏联概率论与平衡态统计

物理交叉的新的研究方向.其三是之前我跟随侯振挺老师学习 Markov链,有一些积累. 我们自然期望

以概率论为工具, 探索非平衡统计物理的数学基础. 然而, 开局时就遇到大障碍. 对于局部系统, 其数

学描述为有限维 Markov 链. 然而, 即使对于这种 Markov 链的唯一性的第一个门槛, 我们也经过五年

之后才跨过. 这是本文后半部分的故事.

我们进入统计物理的第一步是从数学上区分平衡态与非平衡态.

2 平衡态与非平衡态—对称与非对称算子

描述一个物理系统常使用微分算子或矩阵算子. 物理上的平衡态在数学上对应于某个 L2(µ) 空

间上的对称算子. 例如, 给定一个可数集 E 上的 Q 矩阵 Q = (qij : i, j ∈ E) (非对角线元素非负, 行和

为零). 当 j ̸= i 时, qij 表示从 i 跳到 j 的速率. 此时, 称 Q 在某个 L2(µ) 空间上对称 (自共轭), 如果

关于其上的内积 (·, ·), 有

(f,Qg) = (Qf, g), f, g ∈ D(Q) ⊂ L2(µ), (2.1)

其中 D(Q) 为算子 Q 的定义域. 若 E 有限, 则可忘掉这些技术性细节. 问题是, 如何判断一个矩阵 Q

可配称? 即存在一个正测度 µ, 使得 Q 在 L2(µ) 上对称 (等价地, 该物理系统属于平衡态). 本节的目

的就是要回答这个问题.

首先, 在 (2.1) 中取 f 和 g 为单点的示性函数, 立即得出

µiqij = µjqji, j ̸= i. (2.2)
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事实上, (2.2) 等价于 (2.1) (参见文献 [3, 第 6 章]). 由此看出, 对于对称性, Q 必须满足

共零性 : qij > 0 ⇔ qji > 0, i ̸= j. (2.3)

为简单记, 当 i ̸= j 时, 以 i → j 表示 qij > 0. 假定

i0 → i1 → · · · → in,

称之为从 i 到 j 的一条路. 那么, 由 (2.2) 依次得出

µi0

qi0i1
qi1i0

= µi1 , µi0

qi0i1
qi1i0

· qi1i2
qi2i1

= µi1

qi1i2
qi2i1

= µi2 , µi0

qi0i1
qi1i0

qi1i2
qi2i1

· · ·
qin−1in

qinin−1

= µin . (2.4)

如我们再向前走一步: in → in+1 = i0, 则得出

µi0

qi0i1
qi1i0

qi1i2
qi2i1

· · ·
qin−1in

qinin−1

qini0
qi0in

= µi0 .

两边消去 µi0 , 得到下述结果.

定理 1 (Kolmogorov 圈形定理 [4]) 假定 Q = (qij : i, j ∈ E) 满足共零性 (2.2), 那么 Q 可配称当

且仅当对于每一条闭路 i0 → i1 → · · · → in → i0, 都有

qi0i1qi1i2 · · · qin−1inqini0 = qi0inqinin−1 · · · qi2i1qi1i0 . (2.5)

余下是计算配称测度 µ. 由定义的 “路”, 可赋予 (E,Q) 图结构. 然后使用共零性, 可将此图划分

为若干联通子图. 我们只需在每一子图上算出其中的 (µk). 为此, 任意选定子图上的参考点 i0 和一条

从 i0 到 k 的路: i0 → i1 → · · · → in = k, 无妨设 µi0 = 1, 那么 µk 可由 (2.4) 的末式算出.

至此, 我们似乎已经回答了上述的可配称问题. 请看下面的五角星 (见图 2). 其闭路不会少于 25

条. 对于无限的 E, 其闭路可能有无穷多. 可见问题没有这么简单. 为进一步深入, 我们将 (2.4) 末式

改写成

n−1∑
k=0

log
qikik+1

qik+1ik

= log
µin

µi0

= logµin − logµi0 . (2.6)

此式有如下场论解释: 如将

log
qikik+1

qik+1ik

定义为由 Q 生成的场沿 ik → ik+1 所做的功, 那么 (2.6) 的左方就是这个场沿路 i0 → i1 → · · · → in

图 2 五角星及其闭路
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所做的功; 而 (2.6) 的右方则是在此路两端的位势之差. 这样, 我们找到了 Q 的可配称性的 (保守) 场

论刻画. 由经典位势理论的启发, 我们容易得出下述结果.

定理 2 [5] Q 可配称当且仅当共零性成立, 而且它所生成的场是一个保守场 (等价地, 此场沿每

一条最小闭路所做的功为零).

以上面的五角星为例, 最小闭路仅有五个角所构成的五个三角形及中间的正五边形. 因此, 由定

理 2, 我们只需验证 6 个闭路条件. 随后将看到, 因为五个角具有对称性, 可能只需用一个条件表出.

下面以两个模型为例, 展示定理 2 的应用.

先考虑自旋系统 (spin system). 自旋空间为 {−1,+1}. 对于给定的组态 x = (xu : u ∈ Zd), 定义一

个新的组态 ux 如下:

(ux)v =

−xu, 如果 v = u,

xv, 如果 v ̸= u,

系统仅在单个位置 u上自旋. 详言之,系统的运动可描述为其自旋 x → ux的速率为 c(u, x) > 0.这样,

描述此系统的算子可写成

Ωf(x) =
∑
u∈Zd

c(u, x)[f(ux)− f(x)].

注意, 每两个位置 u和 v ( ̸= u)的跳构成一个四边形 (见图 3). 关于这个算子的可配称性, 我们有如下

简洁的判准.

定理 3 (参见文献 [3, 定理 11.2(1)]) 以有限集 S 代替 Zd, 则此自旋系统可配称当且仅当下述四

边形条件对于每一对互异的 u, v ∈ S 和 x = (xu : u ∈ S) 成立:

c(u, x)c(v, ux)c(u, uvx)c(v, vx) = c(v, x)c(u, vx)c(v, vux)c(u, ux).

注意对于有限集 S, 乘积空间 {−1, 1}S 中的闭路可能很多, 但这里只用一个统一的条件给出了判准,

这显示出定理 2的效用. 由此出发, 补上自然条件 c(u, ·)连续,可证此定理的结论对于 S = Zd 依然是

对的 (此时乘积空间 {−1, 1}S 不可数), 参见文献 [3, 定理 11.10(1)].

自旋系统的最主要代表是 Ising 模型. 其状态空间为 {−1,+1}Zd

, 自旋速率为

vx

c(v,x)

��

c(u,vux)
//
vux

c(u,vx)oo

c(v,ux)

��
x

c(v,vx)

OO

c(u,ux)
//
ux

c(u,x)oo

c(v,vux)

OO

图 3 四边形闭路
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c(u, x) = exp

[
− β

∑
v:|u−v|=1

xuxv

]
, β > 0.

稍加计算, 可知它满足上述四边形条件, 因此属于平衡态系统. 之所以成为统计力学的典型模型, 是因

为它具有相变. 以 I 表示由 Ω 生成的 Markov 过程的不变概率测度集, 则有如下结果: 当 d = 2 时,

|I | = 1, 如果 β <
1

2
log(1 +

√
2) =: β(2)

c ≈ 0.44;

|I | > 1, 如果 β >
1

2
log(1 +

√
2),

此处 |I | 表示集合 I 元素的个数. 当 d > 3, β
(d)
c 的取值则是一个待解难题 (参见文献 [3, 第 10 章]).

可配称性研究是我们进入统计物理的开局一步. 定理 2 参见文献 [5] 和 [6, 第 6 章], 定理 3 源自

文献 [7,8]. 随后出现了一批成果, 如文献 [9–12] 等. 这些文献及更多信息均可从文献 [3] 中找到, 这里

不赘述.

下面转入定理 2 的第二个应用: Schlögl 第二模型 [13]. 它由两部分构成: 反应部分和扩散部分. 反

应部分是与位置无关的独立的具有生速 bk 和死速 ak 的生灭过程, 当然取值于非负整数集 Z+:

bk = β0 + β2k(k − 1), ak = δ1k + δ3k(k − 1)(k − 2), β0, β2, δ1, δ3 > 0.

它表示在该位置上粒子的个数. 详言之, 如果以 x = (xu : u ∈ Zd) 表示组态空间中的一点, 则 xu 就是

在位置 u的粒子个数, 那么上面的 bk 就应改写为 b(xu). 系统的扩散部分乃是粒子从一个位置 u到另

一个位置 v 的运动. 也假定每个粒子的运动是独立的, 因此, 运动的速率关于 xu 是线性的.

x → x− eu + ev 的速率为 xup(u, v),

其中 eu 表示在 u 处为 1 而在其他地方为零的单位向量, (p(u, v)) 是 Zd 上的随机游动. 概括起来, 描

述这个系统的算子可写成:

Ω =
∑
u

在位置 u 的生灭算子+
∑
u,v

从 u 到 v 的扩散算子.

取定一个 u,对于每一个 v ̸= u,由在 u处的生灭和在 u与 v之间的运动 (倘若 p(u, v) > 0),构成了

一个三角形 (见图 4). 这自然构成了这个系统的一条最小闭路. 留意此处的 x+ev 来自 (x+eu)−eu+ev.

将 (2.5) 应用于此闭路, 立即写出如下的三角形条件:

b(xu)(xu + 1)p(u, v)a(xv + 1) = b(xv)(xv + 1)p(v, u)a(xu + 1), ∀x, u, v, u ̸= v.

x + e
v

x
x + e

u

b(x
v
)

b(x
u
)

(x
u 
+ 1)p(u, v)

a(x
v 
+ 1)

a(x
u 
+ 1)

(x
v 
+ 1)p(v, u)

图 4 三角形闭路
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现在, 对于每一对 (u, v), u ̸= v, 由三角形条件知,

xu = xv ⇒ p(u, v) = p(v, u).

这样, 若算子 Ω 对称, 则

转移矩阵 (p(u, v)) 对称. (2.7)

由此进一步推出

βk

δk+1
≡常数 λ > 0. (2.8)

定理 4 (参见文献 [14] 和 [3, 引理 14.16]) 假定 (p(u, v) : u, v ∈ Zd) 平移不变, 不可约且对每

个 u, 有 p(u, u) = 0, 那么, Schlögl 第二模型对称当且仅当条件 (2.7) 和 (2.8) 同时成立.

特别地,在 Schlögl第二模型的参数空间 {β0, β2, δ1, δ3, p(u, v)}上,对称情形处于其低维子空间中.

此结果有重要物理意义. Schlögl 第二模型被设计为非平衡态统计物理的典型模型, 这与定理 4 相符.

该定理说的是, 仅在一个低维空间 (原参数空间的 Lebesgue 零测集) 上, 此模型会退化为平衡态.

新近找到定理 2 的新的应用, 我们将另文给出 [15].

3 非平衡态的典型模型—反应扩散过程

Schlögl 第二模型是反应扩散过程的主要代表. 我们先给出它与 Ising 模型的几种主要特征的比较

(见表 1).

从表 1 中易见, Schlögl 模型比 Ising 模型复杂得多. 例如, 因状态空间无局部紧性, 即使构造出半

群, 也还得不到转移概率, 因为 Riesz 表现定理不适用. 我们知道, 描述统计物理的数学模型常是无穷

维的, 因为有限维情形无相变.当位置集 S = Zd 时, 状态空间 E 不可数, 若将 Zd 换成有限的 S, 则 E

就是可数的, 相应的随机过程就是 Markov 链, 已有较多的积累. 有限位置之所以重要, 还在于它是走

向无穷维模型的通路. 从有限维 |S| < ∞出发,通过极限过渡到无穷维有限维 |S| = ∞,是物理学家的

常用手法, 也是我们的基本方法, 如同上面可配称性的处理.

原以为我们有足够本事处理有限维情形,因为它是 Markov链. 然而,这恰恰是我们所遇到的第一

道门槛. 当时, 我们所知道的是下述经典结果.

给定可数集 E 及其上的 Q 矩阵 Q = (qij : i, j ∈ E), 定义算子

Ωf(i) =
∑
j∈E

qij(fj − fi).

表 1 两种模型的比较

特征
模型

Ising 模型 Schlögl 模型

状态空间 E = {−1,+1}Zd
, 紧 E = ZZd

+ , 非局部紧

物理系统 平衡态 非平衡态

生成算子 局部有界 非局部有界且非线性

平稳分布 总存在, 有局部表示 存在性未知, 无局部表示

6
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定理 5 [16, 17] Q 过程唯一 (即由 Ω 决定的 Markov 半群唯一) 当且仅当对于某一个 (等价地, 每

一个) λ > 0, 下面方程只有零解: (λI − Ω)u(x) = 0,

0 6 u(x) 6 1, x ∈ ZS
+.

(3.1)

定理 5 有很多应用, 例如 Q 有界, 或者上述方程可解情形 (如生灭过程). 然而, 对于 Schlögl 第二

模型, 我们希望对于任何有限维, 证明结论成立. 当然, 不能指望在有限维格子点 Z|S|
+ (可数集) 上直

接解方程 (3.1). 在此, 读者可稍作停留, 想想如何克服这一难关.

我们使用数学上常用的比较方法, 即将高维过程与一维过程比较. 例如, 研究唯一性时, 我们所

关心的是非爆炸, 即不会跑到无穷远. 注意要跑向无穷远, 必定跨过所有水平集 En := {x ∈ E :∑
u∈S xu = n} 所形成的阶梯. 所有阶梯可用非负整数 Z+ 编号. 为控制原过程, 我们要构造 Z+ 上的

Markov 链, 它跑出高水平集的速率不小于原过程的跑出速率. 详言之, 设 y ∈ E2, 将它跑到某 z ∈ E3

的速率记为 Rate(y → z). 这样, 原过程从 y 跑到水平集 E3 的速率不超过∑
z∈E3

Rate (y → z).

进一步, 原过程从水平集 E2 跑到水平集 E3 的速率不会超过

max
y∈E2

∑
z∈E3

Rate (y → z).

我们将这个量定义为新的一维Markov链的转移速率 q23. 类似地,我们可定义其他的 qij (j ̸= i),如图 5

所示.

十分幸运, 对于我们所关心的非平衡态统计物理的 16 个模型, 我们只需要用到单生过程, 即

当 j > i 时, qij > 0 当且仅当 j = i+ 1.

这引导我们对单生过程作了相当系统的研究, 如文献 [18] 及所引文献. 进而完成了有限维反应扩散过

程的基础性研究. 这项工作完成于 1983 年, 最早发表于文献 [19] (又可参见文献 [3, 第 3 和 4 章]).

自然想到,上述水平集划分会有很多变种. 由此前进,我们得到了抽象空间中 Markov跳过程的非

常一般的充分性条件. 今就可数情形重述为下述定理.

定理 6 [20, 21] 给定可数集 E 上的 Q 矩阵 Q = (qij). 假定存在序列 {En}∞1 、常数 c ∈ R 和非负
函数 φ 使得

Z+

Z+

· · ·

· · ··

E
n
 := {x : ∑

u ∈ S 
x

u
 = n} → n

q
23
 = max

y ∈ E
  ∑

z ∈ E  
Rate(y → z)

32

q
21
 = min

y ∈ E
  ∑

z ∈ E  
Rate(y → z)

12

 : q
i, i + n

 > 0  n  = 1

0 1 2 3

图 5 化高维为一维单生过程
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(1) En ↑ E, 对于每个 n > 1, supi∈En
(−qii) < ∞;

(2) limn→∞ infi/∈En
φi = ∞;

(3) 对于每个 i ∈ E,
∑

j qij(φj − φi) 6 cφi,

则 Q 过程唯一.

为展示此定理的效力, 对于 Schlögl 第二模型, 只需取 φ(x) = c(1 +
∑

u∈S xu), 其中 En = {x :∑
u∈S xu 6 n}, c为常数. 因为死的速率比生的速率高一阶,所以,显然过程唯一.有趣的是,新近已证,

对于可数空间, 定理 6 的条件也是必要的, 从而成为唯一性的一个判别准则, 详见文献 [22] 和综述报

告 [23].

4 概率度量与耦合方法

在完成了有限维的基本工作之后, 便可进入无穷维过程的构造. 为此, 先讨论我们的主要工具: 概

率度量和耦合方法. 在我们的工作之前,苏联学派只用名称 “概率度量”,而美国学派只用 “耦合方法”.

两者虽有区别, 但实质上紧密联系. 我们先复习一下概率论中常见的几种收敛性. 以下是笔者于 1986

年领悟到的蕴含关系图 (见图 6).

熟知, 图 6中的依 Lp 收敛、a.s. 收敛和依概率收敛依赖于概率空间这一参考标架; 但其余三种收

敛性不依赖于这一参考标架. 依分布收敛与淡收敛等价, 参见文献 [24, 定理 4.4.5 和 4.4.2]. 另一方面,

由 Skorohod 定理 (参见文献 [25, 定理 2.7]) 知, 对于适当选择的参考标架, 由弱收敛可推出 a.s. 收敛.

这样, 除 Lp 收敛之外, 其余的收敛性就内在性而言是一样的. 因此, 为寻找本质上不同的收敛性, 应

当考虑 Lp 收敛的类似物.

设 ξ1 和 ξ2 是定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上、取值于可测距离空间 (E, ρ,E ) 的随机元, 那么, 通常

的 Lp 度量是 ∥ξ1 − ξ2∥p = {E[ρ(ξ1, ξ2)p]}1/p. 再设 ξi 有分布 Pi, 记作 ξi ∼ Pi, i = 1, 2, (ξ1, ξ2) ∼ P̃ , 则

∥ξ1 − ξ2∥p =

[ ∫
E×E

ρ(x1, x2)
pP̃ (dx1, dx2)

]1/p
.

为摆脱参考标架,令 P̃ 跑遍 ξ1 和 ξ2 的一切联合分布.这引导出耦合概念. 称 E1×E2 上的概率测度 P̃

为 E1 上的概率测度 P1 与 E2 上的概率测度 P2 的耦合, 如果下述边缘性条件满足:

P̃ (dx1, E2) = P1(dx1), P̃ (E1, dx2) = P2(dx2).

然后我们可定义 p 阶 Wasserstein 距离如下:

1986 年 依 Lp 收敛

��

依分布收敛

a.s. 收敛 +3 依概率收敛 +3 淡收敛
4<

t| qqqqqqqqq

qqqqqqqqq

弱收敛

bjbjbjbjbjbjbjbjbjbjbjbj

图 6 各种收敛性的蕴含关系图
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Wp(P1, P2) = inf
P̃

[∫
E×E

ρ(x1, x2)
pP̃ (dx1, dx2)

]1/p
, p > 1, (4.1)

其中 P̃ 跑遍 P1 和 P2 的一切耦合. 此距离是文献 [26] 首先引进的.

一般地讲, 很难算出此距离的精确解. 然而, 任一耦合都提供此距离的上界估计 (这正是实际应用

所需要的):

Wp(P1, P2) 6
[ ∫

E×E

ρ(x1, x2)
pP̃ (dx1, dx2)

]1/p
.

在应用中, 常可找出有效或高效的 P̃ . 从这里已可看出概率度量与耦合方法的姐妹关系.

与许多概率度量 (如弱收敛拓扑) 相比, 这里的度量有重要几何意义:

如果 ξ ∼ P1, ξ + θ ∼ P2, 则Wp(P1, P2) = |θ|.

详言之, 考虑 Euclid 空间中的一个随机变量和它的常值推移. 那么, 这两个概率分布的 Wp 距离就等

于其推移的长度.

因为我们要研究的是 Markov 过程, 自然需要将概率测度的耦合拓广到转移概率的耦合. 称 (E1

×E2,E1 × E2) 上的转移概率 P̃ (x1, x2; dy1, dy2) 为 (E1,E1) 上的转移概率 P1(x1, dy1) 与 (E2,E2) 上的

转移概率 P2(x2, dy2) 的耦合, 如果下述边缘性条件成立:

P̃ (x1, x2; dy1, E2) = P1(x1, dy1),

P̃ (x1, x2;E1, dy2) = P2(x2, dy2), xk ∈ Ek.

等价地, 若将单变量函数 f(xk) 视为双变量函数 f̃(x1, x2), 则上述 Markov 耦合的边缘性可改写为

P̃ f̃(·, x2) = P1f, P̃ f̃(x1, ·) = P2f, xk ∈ Ek.

对于连续时间的 Markov 过程, 应当处理其 (形式生成) 算子, 而不能将条件施加到无法操作的转

移概率上. 给定两个 Markov 算子 Ωk (k = 1, 2), 乘积空间 (E1 × E2,E1 × E2) 上的 Markov 算子 Ω̃ 称

为 Ω1 和 Ω2 的耦合, 倘若

Ω̃f̃(·, x2) = Ω1f, Ω̃f̃(x1, ·) = Ω2f,

此处 f̃ (如上述) 为 f 的提升.

当然, 对于给定的边缘算子, 耦合算子有无穷多. 幸运地, 我们有如下结果.

定理 7 (耦合基本定理 [3, 20,21,27]) 对于 Markov跳过程 (以 Markov链为其特例),若某个耦合过

程非爆炸 (过程唯一), 则其两个边缘过程也都非爆炸. 反之, 若两个边缘过程都非爆炸, 则它们的任意

耦合过程也非爆炸.

对于不同的目的, 有效的耦合是不同的. 这就提出了耦合方法的分类和优化问题. 例如, 对于收敛

速度, 何种耦合最好, 这曾经让我们摸索了 6 年时间. 结果答案竟来自 Wasserstein 距离: W = W1. 受

其启发, 我们找到如下概念 (参见文献 [28]).

定义 8 称耦合算子 Ω 是 ρ 最优的, 倘若

Ωρ(x1, x2) = inf
Ω̃

Ω̃ρ(x1, x2),

其中 Ω̃ 跑遍所有耦合算子.
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至此, 我们完成了耦合故事三部曲中的前两步 (详情参见文献 [27, 29]):

(1) Markov 耦合基本定理 (定理 7),

(2) ρ 最优耦合 (定义 8),

(3) 耦合关于距离的优化.

其实, 最后两步来自文章 [1] 谈到的特征值估计.

有了这些准备之后,我们可以介绍构造无穷维反应扩散过程的要点. 如前所述,由于状态空间 ZZd

+

无局部紧性, 即使构造出半群, 依然得不到转移概率. 因为通常的 Riesz 表现定理不能用. 可以想像,

这种 Markov 过程的轨道空间也不会易于处理. 我们的手法还是使用有限维的 Markov 链逼近. 为此,

取定有限集序列 Λn ↑ Zd. 设 n < m. 我们从 ZΛn
+ 上的转移概率所生成的半群 Pn(t) 出发, 可将 Pn(t)

视为 ZΛm
+ 上的半群. 我们的关键在于证明, 对于固定的 t > 0, x1, x2 ∈ ZΛm

+ , 有

W (Pn(t, x1, ·), Pm(t, x2, ·)) → 0, n,m → ∞.

这一步需要构造较好的耦合算子, 使得关于 W 距离有较好的上界估计以保证收敛性. 倘若如此, 我们

就证得 {Pn(t)}n>1 是关于 W 距离的 Cauchy 列. 再由 W 空间的完备性得到一个极限点. 这只是对

于固定的时间 t 和固定的出发点 x 而言的极限. 还需要证明所获得的极限实际上是转移概率函数. 可

以想象, 整个证明是有难度的.

无穷维反应扩散过程的构造完成于文献 [30], 这类 Markov 过程也是在该文献中命名. 笔者关于

此文的后续工作有

(1) 一般非平衡粒子系统的存在定理 (参见文献 [31]),

(2) 非紧空间非平衡粒子系统的平稳分布 (参见文献 [32]),

(3) 反应扩散过程的遍历性 (参见文献 [33, 34]),

(4) 反应扩散过程的唯一性 (参见文献 [35]).

此外, 书 [27, 第 9 章] 乃是反应扩散过程的专题综述. 关于此方向, 已积累不少文献. 例如, 我们研究

团队的文献 [14, 36–42] 和 [43–50] 等. 关于反应扩散过程的简化模型及共存现象的系统研究, 参见文

献 [51–53]. 事实上, 如同文献 [3] 的书名所示, 全书以非平衡粒子系统为目标和导向. 一方面, 这开拓

了新的数学研究领域; 另一方面, 使我们有机会重新考察已有的数学工具的有效性, 发展已有方法或

探索新的数学工具.

致谢 本文回顾了在严士健老师带领下, 我们进入统计物理交叉研究领域的几个片段. 应当说, 历程充满艰辛. 作为纪

念, 献给严老师的 90 华诞.
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Mathematical topics motivated from statistical physics
—Interaction of statistical physics and probability theory

Mufa Chen

Abstract In mathematical language, the paper introduces the development from Markov chains to the nonequi-
librium interacting particle systems. In physical language, it is a way motivated from equilibrium statistical physics
to nonequilibrium. Mainly, some typical results and mathematical tools developed in period are introduced, in-
cluding the criteria of equibibrium/nonequilibrium, the construction and further property of a typical class of
nonequilibrium system—the reaction-diffusion processes, as well as the important tools—probability metrics and
coupling.
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