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摘要 本文概述新近对于生灭过程和一维扩散过程在如下三个问题研究中所取得的若干代表性成果:

四种情形的主特征值、等谱算子和离散谱;得到了在各种情形下主特征值统一的基本估计,其上、下界

之比不超过 4; 给出了一维情形谱离散的简明判别准则.
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1 引言

本文所关心的两个谱问题是: (1) 第一非平凡特征值 (主特征值) 的正性和; (2) 谱的离散性. 在解

决了问题 (1) 之后, 解决问题 (2) 的关键是构造等谱算子. 所处理的两个一维算子是: (1) 生灭过程所

对应的三对角型矩阵和; (2) 扩散过程所对应的二阶椭圆算子. 目标是概述新近所得到的关于这两个

问题的较为满意的解答.

上述两类随机过程既简单又典型, 常作为随机过程理论各种研究的首选对象, 也作为进一步深入

研究的根据地. 自 Feller、Karlin 和 McGregor、王梓坤和 Yushkevich 在 20 世纪 50 年代的开创性工

作以来, 经侯振挺、Mandl、杨向群和 van Doorn 等诸多学者的努力, 已积累了为数众多的文献, 请参

见文献 [1–5] 及其中所引的文献. 我们之所以回到这个近乎原始的论题, 是希望以此为工具, 探讨随机

系统的稳定速度并进一步刻画相变现象 (参见文献 [6]). 事实上,一维情形常作为比较工具用于高维或

无穷维随机系统 (参见文献 [7–9]).

在以下两节中, 我们依次研究生灭过程和一维扩散过程的三个问题: 四种情形的主特征值、等谱

算子和离散谱.随后将介绍进一步论题,特别是 Hardy型不等式. 最后陈述我们研究的基本目标.虽然

除一小点扩充而外, 本文的结果已经或即将以英文版发表, 但所有结果 (有一个例外), 尚未用中文发

表过.

2 生灭过程

2.1 四种情形的主特征值

在 E := {0, 1, 2, . . .} 上, 考虑三对角矩阵 Q:
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Q =



−b0 b0 0 0 · · ·

a1 −(a1 + b1) b1 0 · · ·

0 a2 −(a2 + b2) b2 · · ·
...

...
...

...
. . .


,

其中 ai > 0, bi > 0. 由于 Q1 = 0 · 1 (这里 1 是恒等于 1 的常值函数), 可见 −Q 有平凡特征值 λ0 = 0.

自然要问, −Q 的下一个特征值 λ1 为何? 理解这个问题的简单方式是考虑有限的 E = {0, 1, . . . , N},
N <∞. 例如, 当 E = {0, 1} 时,

Q =

 −b b

a −a

 ,

我们有 λ1 = a+ b. 当 E = {0, 1, 2} 时, 答案也不难. 但当 E = {0, 1, 2, 3} 时,

Q =


−b0 b0 0 0

a1 −(a1 + b1) b1 0

0 a2 −(a2 + b2) b2

0 0 a3 −a3

 ,

答案就远非平凡, 需要半页纸才能写得下来, 参见文献 [7, 第 2 页].

事实上, 这里有更多的问题. 依然设 E = {0, 1, . . . , N}, N < ∞. 我们可考虑初值为 0 的特征值

问题:

在 E 上, Qg = −λg 且 g0 = 0, g ̸= 0.

在左端点 0 的这个边界是 Dirichlet (吸收) 边界. 因为 bN = 0, 在右端点是 Neumann (反射) 边界条

件 gN+1 = gN (它常省略不写). 这样, 我们无妨把这种情形的最小特征值记为 λDN. 类似地, 我们有

λND, λDD 和 λNN. 只是在最后一种情形 (NN) 下, 我们需另加约束条件: g 的平均值为 0, 使之成为前

面所讨论的 λ1, 而不是那里的 λ0 = 0. 我们指出, 这里的分类对于无限区间也是有意义的. 例如, 当

N = ∞ 时, 右方的 Dirichlet 边界成为 gN := limn→∞ gn = 0.

为陈述我们的第一个主要结果,需要引进一些记号.设 E = {i : −M −1 < i < N +1}, M , N 6 ∞.

此时, 生灭 Q 矩阵为: 对于 i, j ∈ E, qi,i+1 = bi > 0, qi,i−1 = ai > 0, qii = −(ai + bi), qij = 0, 倘若

|i− j| > 1. 选定参考点 θ ∈ E 并定义

µθ+n =
aθ−1aθ−2 · · · aθ+n+1

bθbθ−1 · · · bθ+n
, −M − 1− θ < n 6 −2,

µθ−1 =
1

bθbθ−1
, µθ =

1

aθbθ
, µθ+1 =

1

aθaθ+1
,

µθ+n =
bθ+1bθ+2 · · · bθ+n−1

aθaθ+1 · · · aθ+n
, 2 6 n < N + 1− θ.

我们注意, 当 θ 变动时, 测度 (µθ
i ) 只相差一个仅依赖于 θ 的常数. 相应的 L2(µ) 上的二次型 (更准确

地, 其对角线元素) 为

D(f) =
∑

−M−1<i6θ

µiai(fi − fi−1)
2 +

∑
θ6i<N+1

µibi(fi+1 − fi)
2,
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因为 µiai = µi−1bi−1, 上式与参考点 θ 的选法无关. 边界条件: 如 M <∞, 则f−M−1 = 0, Dirichlet 边界,

f−M−1 = f−M , Neumann 边界;

如 N <∞, 则 fN+1 = 0, Dirichlet 边界,

fN+1 = fN , Neumann 边界.

留意这里当 N < ∞ 时, 假设了 bN > 0. 同样地, 当 M < ∞ 时, 假设了 a−M > 0. 这对于两个边界条

件的描述比较方便.然而,对于 Neumann边界,例如,在 N 处,通常假设 bN = 0,而省略 “fN+1 = fN”

不写. 因为我们允许无限区间, 前述的特征值 λ# 的定义需要扩充. 为此, 记 µ(f) =
∑

k∈E µkfk. 然后

有 µ[α, β] = µ(1[α,β]). 当然, µ[α,N ] = µ[α,N), 如果 N = ∞. 首先, 定义

λDD = inf{D(f) : f 有紧支撑且 µ(f2) = 1}.

其次, 当 µ[θ,N ] <∞ 时, 定义

λDN = inf{D(f) :存在 m,n ∈ E, m < n 使得 f = 1[m,N ]f·∧n 且 µ(f2) = 1},

此处 α∧ β = min{α, β}. 类似地, 命 α∨ β = max{α, β}. 简单地说, 这里的 f 在 [−M,m− 1]上为 0而

在 [n,N ] 上为常数. 对偶地, 当 µ[−M, θ] <∞ 时, 定义

λND = inf{D(f) :存在 m,n ∈ E,m < n 使得 f = 1[−M,n]f·∨m 且 µ(f2) = 1}.

最后, 当 µ[−M,N ] <∞ 时, 定义

λNN = inf{D(f) : µ(f) = 0, µ(f2) = 1}

= inf{D(f) :存在 m,n ∈ E, m < n 使得 f = fm∨·∧n 且 µ(f) = 0, µ(f2) = 1}.

笔者于 1988 年开始研究 λNN, 经历了漫长的岁月, 于 2010 年才在文献 [10] 中给出下述结果.

定理 1 对于如上的 λ#, 我们有如下统一的基本估计:

(4κ#)−1 6 λ# 6 (κ#)−1,

其中

(κNN)−1 = inf
n,m∈E,n<m

[( n∑
i=−M

µi

)−1

+

( N∑
i=m

µi

)−1](m−1∑
j=n

1

µjbj

)−1

,

(κDD)−1 = inf
n,m∈E,n6m

[( n∑
i=−M

1

µiai

)−1

+

( N∑
i=m

1

µibi

)−1]( m∑
j=n

µj

)−1

,

κDN = sup
n∈E

( n∑
i=−M

1

µiai

)−1( N∑
j=n

µj

)−1

,

κND = sup
n∈E

( n∑
i=−M

µi

)−1( N∑
j=n

1

µjbj

)−1

.
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特别地, λ# > 0 当且仅当 κ# <∞.

我们注意,若定义 ν̂k = (µkbk)
−1 及对于 DD和 DN情形在求和

∑n
k=−M 下作修正 ν̂k = (µkak)

−1

(留意当 k ∈ E 时, µkbk = µk+1ak+1),则定理中的基本估计由两个测度 µ和 ν̂ 显式刻画,上、下界仅相

差一个普适常数 4. 这归功于双边情形的两个新等周常数 κNN 和 κDD (来自文献 [10,推论 7.8和 7.9]).

容易看出, 在这两个常数中, 两个边界点 −M 和 N 处于对称位置. 对于后两个常数, 在文献 [10] 中,

我们只写出 M = 0情形. 若 M = ∞, 只需使用有限的 M 代替 0, 然后再过度极限 M → ∞即得所求.

当 M < ∞ 且左方为 Dirichlet 边界时, 这里的常数的左端点与文献 [10] 不同: 这里用的是 −M , 而文

献 [10] 取的是 −M + 1. 后者的取法是为了保证 NN 情形的非平凡特征值等同于 DD 情形的特征值.

这样, DD 情形的状态空间应比 NN 情形少一个点 (当 N 也有限时).

2.2 等谱算子

我们知道, 生灭 Q 矩阵由两列正数 (ai) 和 (bi) 完全决定, 其对角线元素 qii = −(ai + bi). 如在对

角线上再添加一个非负数列 (killing) (ci): qii = −(ai + bi + ci), 那么所得到的 Q 矩阵就成为非保守生

灭 Q 矩阵, 记作 Qc. 需要特别指出的是, 当 N < ∞ 时, 可将 bN 合并到 cN 中去. 类似地, 可将 a−M

合并到 c−M 中去. 因此, 从现在开始至本节末, 我们总假定当 N < ∞ 时 bN = 0, 而当 M < ∞ 时
a−M = 0. 这与前面不同. 此时, 相应的 L2(µ) 上的二次型成为

Dc(f) =
∑

−M−1<i6θ

µiai(fi − fi−1)
2 +

∑
θ6i<N+1

µibi(fi+1 − fi)
2 +

∑
i∈E

µicif
2
i .

为研究随后的课题,我们先构造关于 Qc 的处处非零调和函数 h: Qch = 0. 更确切地说,我们需要的是

局部 (−M,N) 上的调和函数, 而不是整体 [−M,N ] 上的调和函数. 两者在端点上有区别, 倘若该端点

有限. 为此, 固定参考点 θ ∈ E. 命

uθ+i =
aθ+i

bθ+i
, vθ+i =

cθ+i

bθ+i
, ξθ+i = 1 + uθ+i + vθ+i, rθ+i =

hθ+i

hθ+i+1
, 0 6 i < N + 1− θ.

当 1 6 n < N + 1− θ 时, 由调和方程得

1 = ξθ+nrθ+n − uθ+nrθ+n−1rθ+n = rθ+n(ξθ+n − uθ+nrθ+n−1).

由此得出右边 (即 n > 1 情形) 的递推方程

rθ+n =
1

ξθ+n − uθ+nrθ+n−1
=

1

ξθ+n −
uθ+n

ξθ+n−1 −
uθ+n−1

. . . ξθ+1 − uθ+1rθ

, 1 6 n < N + 1− θ.

平行地, 命

uθ+i =
bθ+i

aθ+i
, vθ+i =

cθ+i

aθ+i
, ξθ+i = 1 + uθ+i + vθ+i, rθ+i =

hθ+i+1

hθ+i
, −M − 1− θ < i 6 −1.

当 −M − θ < n 6 −1 时, 再用一次调和方程, 得出

1 = ξθ+nrθ+n−1 − uθ+nrθ+n−1rθ+n = rθ+n−1(ξθ+n − uθ+nrθ+n).
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于是得出左边 (即 n 6 −1 情形) 的递推方程

rθ+n =
1

ξθ+n+1 − uθ+n+1rθ+n+1
=

1

ξθ+n+1 −
uθ+n+1

ξθ+n+2 −
uθ+n+2

. . . ξθ−1 − uθ−1rθ−1

, −M − 1− θ < n 6 −1.

现在, 我们定义初值

rθ−1 = rθ = 1− cθ
aθ + bθ + cθ

.

这来自在 θ 处的调和方程 (约定 hθ = 1). 事实上, 满足此方程的 rθ−1 和 rθ 未必相等, 这里还有一个

自由度. 由此也可看出, 即使不计常数因子, 解 (rn) 也可能不唯一, 从而, 下述的 h 也未必唯一. 最后,

所求的一个正的调和函数 (hn : n ∈ E) 为

hθ+n =



1, n = 0,
n−1∏
k=0

r−1
θ+k, 1 6 n < N + 1− θ,

−n∏
k=1

rθ−k, −M − 1− θ < n 6 −1.

这里, 我们选定一个特殊的 h, 因为随后的讨论与 h 的选法无关. 虽然这个构造有些冗长, 但使用归纳

法还是容易证明

ci ≡ 0 ⇒ hi ≡ 1.

这样,关于含有 h的每一个结果,只要命 hi ≡ 1便可回归 ci ≡ 0情形的结论.我们注意,如果 M <∞,

可取 θ = −M , 即只需考虑右半边. 类似地可能有左半边情形.

现在, 我们可以通过 h, 定义一个对偶生灭矩阵 Q̃ 如次:

ãi = ai
hi−1

hi
, b̃i = bi

hi+1

hi
, i ∈ E,

在 {−M + 1, . . . , N − 1} 上 c̃i = 0; 但

c̃N = cN + aN

(
1− hN−1

hN

)
, 如 N <∞,

c̃−M = c−M + b−M

(
1− h−M+1

h−M

)
, 如 M <∞.

简单地说, 对偶生灭矩阵除在有限边界点非保守之外, 在其余各处都是保守的. 再命

µ̃ = h2µ : µ̃i = h2iµi, i ∈ E.

那么,在映射 f → f̃ := f/h之下,由二次型 Dc 的一个定义域 D(Dc)所诱导的对偶二次型 D̃ 在 L2(µ̃)

上的定义域 D(D̃) 为

D(D̃) = {f̃ ∈ L2(µ̃) : f̃h ∈ D(Dc)}.

下述结果取自文献 [11, 第 2 节].
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定理 2 在 L2(µ) 上的二次型 (Dc,D(Dc)) 与在 L2(µ̃) 上的二次型 (D̃,D(D̃)) 等谱. 详言之, 空

间 L2(µ) 与 L2(µ̃) 上的映射 f → f̃ := f/h 具有如下性质:

(1) 一一等距;

(2) f ∈ D(Dc) 当且仅当 f̃ ∈ D(D̃) 且 D̃(f̃) = Dc(f).

由定理 2 立知, (Dc,D(Dc)) 与 (D̃,D(D̃)) 有相同的非平凡的第一特征值 λ#. 将定理 1 应用于

(D̃,D(D̃)), 不难写出关于 (Dc,D(Dc))的 λ# 的基本估计,只需留意此刻定理 1中的 µ和 ν̂ 分别变成

µ̃i = h2iµi, ˆ̃νi =
ν̂i

hihi+1
, i ∈ E.

2.3 离散谱

本节的最后一个结果将充分显示定理 2的威力. 我们称 L2(µ)上的二次型 (Dc,D(Dc))有离散谱,

如果它的谱由具有至多有限重的特征值构成. 因为有限区间上的算子是紧算子, 它的谱必然离散, 我

们只需考虑无限区间. 为简单计, 此处只写出 “半直线” 情形 E = {0, 1, . . .} 的解答 (参见文献 [12, 定

理 2.1]). 为此, 需要为 Dc 指定两个定义域: 其一是

Dmax(D
c) = {f ∈ L2(µ) : Dc(f) <∞};

其二是 Dmin(D
c), 它是集合 {f ∈ L2(µ) : f 具有有限支撑} 关于范数 ∥ · ∥D: ∥f∥2D = ∥f∥2L2(µ) +Dc(f)

的最小完备化.

定理 3 令 E = {0, 1, . . .}.
(1) 设

∑∞
k=0(hkhk+1µkbk)

−1 <∞, 则 (Dc,Dmin(D
c)) 的谱离散当且仅当

lim
n→∞

n∑
j=0

µjh
2
j

∞∑
k=n

1

hkhk+1µkbk
= 0;

(2) 设
∑∞

j=0 µjh
2
j <∞, 则 (Dc,Dmax(D

c)) 的谱离散当且仅当

lim
n→∞

∞∑
j=n+1

µjh
2
j

n∑
k=0

1

hkhk+1µkbk
= 0;

(3) 设
∑∞

k=0(hkhk+1µkbk)
−1 = ∞ =

∑∞
j=0 µjh

2
j , 则 (Dc,Dmin(D

c)) 和 (Dc,Dmax(D
c)) 的谱都非

离散.

当 ci ≡ 0 时, 定理 3(2) 来自文献 [13, 定理 1.2]. 由它出发, 使用定理 2, 可证明定理 3.

3 一维扩散过程

现在转入一维扩散过程, 状态空间为 E := (−M,N) (M,N 6 ∞). 考虑椭圆算子

L = a(x)
d2

dx2
+ b(x)

d

dx
,

此处假定在 E 上 a > 0. 然后定义函数 C(x):

C(x) =

∫ x

θ

b

a
, x ∈ E,

434



中国科学 : 数学 第 45 卷 第 5 期

其中 θ ∈ E 为任意选定的参考点, 我们常省略 Lebesgue 测度 dx 不写. 现在定义两测度 µ 和 ν̂ 如下:

µ(dx) =
eC(x)

a(x)
dx, ν̂(dx) = e−C(x)dx.

类似于离散情形, 定义二次型

D(f) =

∫ N

−M

f ′
2
eC , M,N 6 ∞, f ∈ A (−M,N),

A (−M,N) = {(−M,N) 上绝对连续函数的全体},

A0(−M,N) = {f ∈ A (−M,N) : f 具有紧支撑}.

3.1 四种情形的主特征值

定义非平凡第一特征值如下:

λDD = inf{D(f) : f ∈ A0(−M,N) 且 µ(f2) = 1},

λDN = inf{D(f) : f ∈ A (−M,N), 存在 m,n ∈ E, m < n 使得 f = 1[m,N ]f·∧n 且 µ(f2) = 1},

λND = inf{D(f) : f ∈ A (−M,N), 存在 m,n ∈ E, m < n 使得 f = 1[−M,n]f·∨m 且 µ(f2) = 1},

λNN = inf{D(f) : f ∈ A (−M,N), µ(f) = 0, µ(f2) = 1},

这里, 对于 λDN, λND 和 λNN, 分别需要如下条件:

µ(θ,N) <∞, µ(−M, θ) <∞, µ(−M,N) <∞.

下述结果平行于定理 1.

定理 4 关于 λ#, 我们有下述统一的基本估计:

(4κ#)−1 6 λ# 6 (κ#)−1,

其中

(κNN)−1 = inf
−M<x<y<N

[µ(−M,x)−1 + µ(y,N)−1]ν̂(x, y)−1,

(κDD)−1 = inf
−M<x<y<N

[ν̂(−M,x)−1 + ν̂(y,N)−1]µ(x, y)−1,

κDN = sup
x∈(−M,N)

ν̂(−M,x)µ(x,N),

κND = sup
x∈(−M,N)

µ(−M,x) ν̂(x,N).

特别地, λ# > 0 当且仅当 κ# <∞.

3.2 等谱算子

下面考虑带杀 (killing) 情形. 设函数 c > 0. 命

L = a(x)
d2

dx2
+ b(x)

d

dx
− c(x),
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则

Dc(f) =

∫ N

−M

f ′
2
eC +

∫ N

−M

cf2dµ, M,N 6 ∞, f ∈ A (−M,N).

现在构造 Lc 调和函数 h. 记

G(x) =

 0 e−C(x)

c(x)eC(x)/a(x) 0

 .

使用 G, 定义积分算子 IG, 它作用于二维向量 F 定义为 IGF (x) =
∫ x

θ
GF, x ∈ E. 命 InG = IG ◦ In−1

G ,

I0G = 恒等算子, F ∗ =
∑∞

n=0 I
n
GF

(1), 此处 F (1) =
(
1
0

)
. 这是第二迭代法 (参见文献 [12, 定理 7.4(2)]) 的

另一种表示. 再以 h 表示 F ∗ 的第一分量. 显而易见, 如 c(x) ≡ 0, 则 F ∗ = F (1), 从而, h(x) ≡ 1. 最后,

定义对偶算子

L̃ = a(x)
d2

dx2
+ (b(x) + 2a(x)(log h(x))′)

d

dx
.

当然, 对于给定的 Dc 的定义域 D(Dc), 由映射 f → f̃ := f/h 自然诱导出关于 L̃ 的二次型 D̃ 的定义

域 D(D̃). 那么, 对应于定理 2, 我们有下面的定理 (参见文献 [11, 定理 3.1]).

定理 5 Lc 与 L̃ 所对应的二次型在 L2 意义下等谱.

3.3 离散谱

为研究 Lc 的离散谱, 我们需要指定 Dc 的定义域, 其一是

Dmax(D
c) = {f ∈ L2(µ) : f ∈ A (0,∞)且 Dc(f) <∞};

其二是 Dmin(D
c), 它是 A0(0,∞) 关于范数 ∥ · ∥D 的最小完备化.

为简单计,我们把 “(Dc,Dmin(D
c))具有离散谱”写成 “σess(L

c
min)=∅”. 同样地,有记号 σess(L

c
max)

= ∅. 与定理 3 平行, 我们有下述结果 (参见文献 [12, 定理 7.1]).

定理 6 设 E = (0,∞).

(1) 如 ν̂(h−2) <∞, 则 σess(L
c
min) = ∅ 当且仅当

lim
x→∞

µ(h21(0,x))ν̂(h
−2
1(x,∞)) = lim

x→∞

∫ x

0

h2dµ

∫ ∞

x

1

h2
dν̂ = 0;

(2) 如 µ(h2) <∞, 则 σess(L
c
max) = ∅ 当且仅当

lim
x→∞

µ(h21(x,∞))ν̂(h
−2
1(0,x)) = lim

x→∞

∫ ∞

x

h2dµ

∫ x

0

1

h2
dν̂ = 0;

(3) 如 ν̂(h−2) = ∞ = µ(h2), 则 σess(L
c
min) 和 σess(L

c
max) 都非空.

4 进一步论题

4.1 Hardy 型不等式

作为例子, 考虑上节中定义的 λDD. 它可改写成

∥f∥2L2(µ) 6
1

λDD

∫ N

−M

f ′
2
eC =:

1

λDD
∥f ′∥2L2(ν), f ∈ A0(−M,N).
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一般地, 对于给定的两个 Borel 测度 µ 和 ν, 有如下 Hardy 型不等式:

∥f∥Lq(µ) 6 A∥f ′∥Lp(ν), f ∈ A0(−M,N).

这种不等式的研究是调和分析的重要主题. 现在的 ν̂ 成为

ν̂(dx) =

(
dν∗

dx

)−1/(p−1)

dx,

其中 ν∗ 是 ν 关于 Lebesgue 测度的绝对连续部分. 下面要用到测度的 Lebesgue 分解:

ν = ν∗ + νsc + νpp,

其中 νsc 和 νpp 分别是 ν 的奇异连续部分和纯点部分. 命

kq,p =

[
q − p

pB( p
q−p ,

p(q−1)
q−p )

]1/p−1/q

, q > p > 1; kp,p = p1/pp∗1/p
∗
, p > 1,

此处 B(α, β) 是 Beta 函数, 而 p∗ 是 p 的共轭指数. 再命

B∗ = sup
−M<x<y<N

µ[x, y]1/q

{ν̂[−M,x)
q(1−p)

p + ν̂[y,N ]
q(1−p)

p }1/q
,

B∗ = sup
−M<x<y<N

µ[x, y]1/q

{ν̂[−M,x)1−p + ν̂[y,N ]1−p}1/p
.

定理 7 上述 Hardy 型不等式中的最佳常数 A 满足下述估计:

(1) 对于 1 < p 6 q <∞, 当 µpp = 0 时, 我们有 A 6 kq,pB
∗;

(2) 对于 1 < p, q <∞, 我们有 A > B∗.

此外, B∗ 6 B∗ 6 21/p−1/qB∗.

容易看出,定理 7比定理 4中相应的结论远为广泛.事实上, 早先定理 4的证明是艰难的, 用到三

种重要数学工具. 正是在找到了定理 4 的初等证明之后, 才得到定理 7. 更多的结果参见文献 [14].

4.2 稳定性速度估计

前面所讨论的非平凡第一特征值有重要的概率意义. 对于一般的可逆 Markov 过程, 记其转移半

群为 (Pt)t>0, 可逆平稳分布为 π. 那么 L2 指数式收敛

∥Ptf − π(f)∥L2(π) 6 ∥f∥L2(π)e
−εt, f ∈ L2(π), t > 0

的最快速度 εmax 就是第一非平凡特征值, εmax = λ1. 对于这里所讲的一维过程, 平稳分布是 µ 的归

一化: π = µ/µ[−M,N ]. 这里当然要求 µ[−M,N ] <∞. 反之, 若 µ[−M,N ] = ∞, 则指数式衰减

∥Ptf∥L2(µ) 6 ∥f∥L2(µ)e
−εt, f ∈ L2(µ), t > 0

的最快速度 εmax 就由 λ# (# 非 NN 情形) 刻画.

如同文献 [6]中开头及文献 [15]第二版的序言中所述,我们的目标是研究统计物理中的相变现象,

这是无穷维的数学,需要寻找、发展新的数学工具. 这里仅就相对简单的情形,介绍我们所得到的代表

性新结果. 即使是这种情形, 书 [6] 中所介绍的 10 个显式判别准则, 这里也仅涉及其中之一. 速度估计

的研究之所以重要,是因为一种收敛性的研究是否完善,标志之一是是否找到了好的收敛速度.一个课

题是如此, 相信一个学科也是如此. 由此可见, 这一领域的研究还有很大的发展空间.
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5 后记

很高兴为侯振挺老师的 80 华诞写这篇纪念文章. 侯老师和我校的严士健老师是当年我的两位研

究生指导导师. 他是我研究概率论的领路人, 书 [15] 中收入了我们早年的 6 篇论文, 还有我们与其他

老师合写的研究专著 [16]. 从书 [15] 中可以看出侯老师的研究成果和他的数学哲学的深刻影响. 例如,

这里所用到的最大过程 (定义域 Dmax(D
c)), 本质上来源于我们关于单流出情形不中断可逆 Q 过程的

唯一性. 又如文献 [15, 第 7 章], 导源于我们的文献 [17], 也见文献 [16]. 对于侯老师的培养和教诲, 笔

者感激不尽、终生不忘. 最后, 衷心祝愿侯老师健康长寿.

致谢 作者感谢张汉君和廖仲威找出初稿中的不少笔误.
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Criteria for two spectral problems of 1D operators

CHEN MuFa

Abstract This paper introduces shortly recent progress on the following three problems: The principal eigen-

value in four cases, isospectral operators, and discrete spectrum, for birth-death processes and one-dimensional

diffusion processes. Unified basic estimates of principal eigenvalues in various situations are obtained, the ratio of

their upper and lower bounds is no more than 4. Short criteria for discrete spectrum are presented in dimension

one.
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