
( E- P l1 )x 1 ,移项得 ( E- Pl 1Pl 2 )M1= ( E- Pl 1 )x 1

+ P l
1
( E- Pl

2
)x 2 ,由引理知 E- Pl

2 Pl
1
可逆 ,上式

两边左乘以 ( E- Pl
2P l

1
) - 1即得 ( 1) .

同理 ( 4)代入 ( 3)可得 ( 2) .证毕 .

定理 2点 M关于直线 l (平面c)的对称点为
M1= 2N - M ,其中 N为 M在直线 l (平面c)上的
投影 .

证明 因为 N 是 M与 M1的中点 ,所以 N =

M+ M1

2
,故 M1= 2N - M .

例 1已知空间有四点: A ( 1, 2, 3) , B ( 2, 1, 0) ,
C ( 3, 0, 2) , D ( 0, 1, 0) .求直线 AD与 BC公垂线 l

的方程 (文 [1 ]例 5) .

解 AD
→

=

- 1

- 1

- 3

, BC
→

=

　 1

- 1
　 2

, l的方向向量

为 AD
→
×BC
→
= {- 5, - 1, 2} ,

Pl 1= P AD→=
1
11

1 1 3

1 1 3

3 3 9

,

Pl
2
= P BC→=

1
6

1 - 1 2

- 1 1 - 2

2 - 2 4

,

x 1= D=

0

1

0

,x 2= C=

3

0

2

.

代入定理 1中的 ( 1)得 M1=

0

1

0

,所以 l的方

程为
x
- 5=

y- 1
- 1 =

z
2 .

例 2求直线 l:
x- 3
1
=

y- 4
2
=

z - 5
3
关于平面

c: 3x- y+ 5z+ 1= 0的对称直线 l′的方程 .

解 设 A1=

x 1

y1

z 1

为直线 l上任一点 , A1在 c

上的投影为 B , A1关于 c的对称点为 A=

x

y

z

,

点 C=

0

1

0

在c上 .

B = PcA1 + (E - Pc)C

=
1
35

26x1 + 3y1 - 15z 1 - 3

3x 1 + 34y1+ 5z 1 + 1

- 15x 1+ 5y1+ 10z 1 - 5

由定理 2

A = 2B - A1

=
1
35

17x 1 + 6y1 - 30z 1 - 6

6x 1+ 33y1 + 10z 1 + 2

- 30x 1 + 10y1 - 15z 1 - 10

(* )

又 A1在 l上 ,即
x1 - 3
1

=
y1 - 4
2

=
z 1- 5
3
 t .

x 1= t+ 3,y 1= 2t+ 4, z 1= 3t+ 5,代入 (* )得

x =
1
35
(- 61t - 81)

y =
1
35
( 102t+ 202)

z = 1
35
(- 55t - 135)

即 l′的方程为
x+

81
35

- 61 =
y-

202
35

102 =
z+

135
35

- 55 .
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学的郝英姿等等 .今选登两篇 .

关于 FIBONACCI数列的注记
*

陈木法

(北京师范大学数学系 100875)

新近的文 [1 ]和 [2 ]研究了 Fibonacci数列 (简称为 F数列 )的一些性质 ,笔者发现这些结果大多容

易从文 [3 ]的两条基本性质导出 .因而略作说明 .
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所谓 F数列 ,乃是 F0= 0,F1= 1, Fn= Fn- 1+ Fn - 2 , n≥ 2

它有通项公式 Fn=
1

5
(k

- n
- ( -k)

n
) , n≥ 0, k=

5 - 1
2

熟知 ,k
- 1
和 -k是方程 x

2
- x - 1= 0的两根 .所述 [3 ]中的两式 (即该文的 ( 8)、 ( 9) )分别为

Fn Fm - Fn+ 1Fm- 1 = ( - 1)
m- 1

Fn- m+ 1 , n + 1≥ m≥ 1 ( 1)

Fn - 1Fm- 1 + FnFm = Fn+ m- 1 , n ,m≥ 1 ( 2)

为作比较之方便 ,这里改用 Fn+ 1表示 [3 ]中的 Fn .这两条性质简单明了 ,也许是 [3]中首次找到的、研究

单因素优选问题的重要工具 .因为 Fn已有并不复杂的通项公式 ,关于 F数列的过于繁杂的性质并无多

少用处 .顺便提及 ,基于研究优选法的需要 ,文 [4;§ 2 ]给出了广义 F数列的类似性质 .

当然 , ( 1)和 ( 2)均可用数学归纳法或 Fn的通项公式证出 .这类问题的难点在于“发现”而不在于“证

明” .

1　 现在 ,我们指出: 文 [1]中的定理 1、定理 3和定理 4均容易由 ( 1)和 ( 2)导出 (而其中的定理 2可由通

项公式算出 ) .定理 1和定理 4只需用到 ( 1)而十分简单 ,此处只证原证较繁的定理 3.

定理 ( [1;定理 3 ] ) Fn+ d Fn- d - F
2
n= ( - 1)

n- d+ 1
F
2
d ,n≥d.

证明 留意

Fn+ dFn - d - F
2
n = ( Fn+ d Fn- d - Fn+ d- 1Fn - d+ 1 )

+ (Fn+ d - 1Fn- d+ 1 - Fn+ d- 2Fn - d+ 2 ) + … + ( Fn+ 1Fn - 1 - F
2
n )

对右方每一括号加项使用 ( 1)得出

上式右方 = ( - 1) n- d- 1
F2d- 1+ ( - 1)n- d

F2d- 3+ … + ( - 1)n - 2
F1 .

因此只需再证 F2d- 1+ ( - 1)F2d - 3+ …+ ( - 1) d- 1
F1= F

2
d

假设此式对 d成立 .则对于 d+ 1,左方成为 F2d+ 1- F
2
d .因而所述断言可由归纳法和 ( 2)得到 .

此定理给出了 F数列第 n项和第 n±d项之间的一个关系 ,而 ( 1)和 ( 2)只给出接连两项 Fm± 1和

Fn± 1之间的关系 .后者能推出前者的要点在于 F数列是二阶的 .这个观点在随后化简 ( 3)、 ( 4)两式时还

会反映出来 .这也是把 ( 1)、 ( 2)称为基本性质的原因之所在 .

2　文 [2 ]开头所述的 A. DiDomenico ( 1991)的三个结果

( i ) FnFn+ 4- Fn+ 1Fn+ 3= 2( - 1)
n - 1

;

( ii ) FnFn+ 4+ Fn+ 1Fn+ 3= 2F
2
n+ 2;

( iii) ( FnFn+ 4 )
2
- (Fn+ 1Fn+ 3 )

2
= ( - 1)

n - 1
( 2Fn+ 2 )

2

均可由 ( 1)导出 . ( i )式显然是 ( 1)的特例 .先用 ( 1)得出 F
2
n+ 2= ( - 1) n+ 1

F1+ Fn+ 1Fn+ 3 ;代入 ( ii )右方 ;

再由 ( 1)得 ( ii ) . ( iii )式由 ( i )和 ( ii )得出 .类似地 ,还可证明 [2 ]中的其它一些关系式 .

3　最后 ,我们证明文 [2 ]的猜想:对于任意的自然数 K≥ 5,存在自然数组 (λi )使得

∑
( K- 1) /2

i= 1

λi (Fn+ i Fn+ K - i+ 1 - Fn+ ( K+ 1) /2 ) = 0, K为奇数 ( 3)

∑
K /2- 1

i= 1
λi (Fn+ i Fn+ K - i+ 1 - Fn+ K /2Fn+ K /2+ 1 ) = 0, K为偶数 ( 4)

对于一切自然数 n≥ 1成立且使λi最小 .

先证 ( 3) .由上述定理知 ,当 K为奇数时 ,
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Fn+ iFn+ K - i+ 1 - F
2
n+ (K+ 1) /2 = ( - 1) n+ i+ 1

F
2
(K+ 1) /2- i .

因而 ( 3)式成为

∑
(K - 1) /2

i= 1

λi ( - 1) i- 1
F
2
(K+ 1) /2- i = 0. ( 5)

注意 { ( - 1) i- 1
F
2
( K+ 1) /2- i }是与 n无关的正、负相同的自然数数列 .记其正、负项总和分别为+ 和- .那

么 ,可取既约自然数T+ 和T-使得T+ /T- = + /- .现在 ,把 ( 5)中的正、负项系数λi 分别取为T+ 和T- ,便

得出 ( 5)的一组解 (λi ) .进而 ,满足 ( 5)及 iλi≤n+ a+ + n-T- (n±分别为和式 ( 5)中的正、负项的个数 )的

解至多有限 ,故使iλi 达到最小的解必定存在 .

再证 ( 4) .与上述定理的证明类似 ,使用 ( 1)导出

Fn+ iFn+ K - i+ 1 - Fn+ K /2Fn+ K /2+ 1 = ( - 1)n+ i+ 1 ( FK - 2i + ( - 1) FK - 2i- 2 + … + ( - 1) ( K - 2i) /2- 1
F2 ) .

然后使用数学归纳法及 ( 2)可证 F2d - F2d- 2+ …+ ( - 1)d - 1
F2= Fd Fd+ 1 , d≥ 2.于是有

Fn+ i Fn+ K - i+ 1 - Fn+ K /2Fn+ K /2+ 1 = ( - 1)
n+ i+ 1

FK /2- iFK /2- i+ 1

(当然 ,此式也可由通项公式直接验证 ) .故 ( 4)式化成


K /2- i

i= 1
λi ( - 1)

i- 1
FK /2- i FK /2- i+ 1 = 0.

现在 ,只需重复 K为奇数情形的证明便可得出 ( 4) .
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关于连续 Fibonacci数的公式

简超

(武汉铁路成人中专 430012)

　　设 Fn表示 Fibonacci数: F1= F2= 1,

Fn+ 2 = Fn + Fn+ 1 , n = 1, 2, 3,…

并约定 F0= 0.本文给出关于连续 Fibonacci数的

几类公式 ,并证明文 [1 ]的猜想成立 .

引理 设 d为非负整数 ,则对于 n≥ d有

Fn- dFn+ d = F2n + ( - 1)n+ d+ 1F2
d ( 1)

Fn- dFn+ 1+ d = FnFn+ 1+ ( - 1)n+ d+ 1FdFd+ 1 ( 2)

　　证明 ( 1)见文 [2 ]定理 3.下面用数学归纳法

证明 ( 2) ,对 d归纳:

当 d= 0时 ,显然 ( 2)对于 n≥ 0成立 .

设 d= k- 1时 ( 2)成立 ,即对于 n≥ k- 1有

Fn- k+ 1Fn+ k = Fn Fn+ 1+ ( - 1)
n+ k

Fk - 1Fk

(* )
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