
` 一

(一普
·

)
`

·

l一罕
·
+

一罕
·

」
例 7

.

解方程 犷
`
+

+

(

e 下一 l ) 今
’

` +

宁一宁
·
, )

, 一 “

解
.

满足 xI V
,

所以

一夸
· + 一 *·

夸
·

〕
一忿

1份̀

q)一一

.

为通解
.

例 3
.

解方程 ( 2: + a ) 犷
, `
+ 李

`
+ b , 二 0

,

其

中
。 、

b 为常数
.

解 : 满足 vI
,

所以

。 ,。 。 。
甲石交云下面+ 。 : 。 i n 了瓦万石硕吞> o

c , e `
. 1恋二不西丫 十 c , e 一

护 二亩豆云不万; b < 0

为通解
.

为通解
.

例 8
·

解方程 ; “ +

聂
,
`

+

(乡
一

异
一 `

)
; 一 ”

了住.2.口.、

一一公
口

本

.

例 4
.

解方程 , “ + ( e
`
一 l ) ;

,
+ e ,苦梦= o

. 解
.

满足 X
,

所以

解
.

满足 vx l
,

所以
2

夕= e 万〔e : e ,吕 + c : e 一
,

]

`

一
_

奋
( : 一

, 》

夕 = 已 「一夸
(。一 , )

罕
(
一

1 )

〕

为通解
.

例 9
.

解方程

+ e : s i n

1
,

1
犷 十 下氏厂一

~

梦 一 一宁了厂一甲梦=

e “ -

一 1 4 (
e “ -

一 1 )

为通解

例 5
.

解方程
,

` ,
一

(
· +

劲
;

`
+

令
一 。

解 : 满足 x v H
,

所以
。
蚤

:

梦=
一

丁丁一甲
e 乙

一 l

( e
:
+ e : 劣 )

解
.

满足 xI
,

所以

`一牛{
一 + 一

钊
为通解

.

例 10
. 解方程 ,

, ,

+ 与
,

+ f
l 一

期
, 一 。

劣 \ 任不一
/

为通解
.

例 6
.

解方 程 犷
`
+

解 : 满足 xI
,

所以

解 : 满足 x lx
.

所以
l + e Z公

_ . , .

( 1一 e Z `
)
2 1

; 一~ 甲了扩犷 十 下二气
.

尸 1 ; 丁歹犷= U

1 一 e 一 L i 卞 e 一 )
-

; 一 二 一

蛋(
。 : 。 。 。 : + 。 : , i 。 : )

为通解
.

, 一 (一 + 一 ) `
{
· : 。 。 ·

李一 、· ( 1+ 一 )〕 , 专文献

常橄分方程中册
,

湖南科技出版社
.

1 9 80

+ e : s i n

为通解
.

卓
[ : 一 ; 。 ( 1 + 。 , , )〕 l

` J

〔 1〕 贺建勋
.

年 P 3 9 3一 3 9 4
.

〔2〕
.

钱详征
.

1 9 8 4年 P 2 4 3
.

常徽分方程解口方法
.

湖南科技出陇社

关 于 一 个 优 选 问 题 的 思 考
’

陈 木 法

(北京师范大学数学系 )

无论在工作或日常生活 中
,

总是希望把事

情傲好
,

即采用最好的方案
.

如果对于所从事

的工作已有透彻的了解
,

这比较容易办到
.

用

数学的语言来说
,

如果所关心的函数 l(
x ) 是已

知的
,

那么可以求出它的最大值点
.

再具体些
,

如果已知 (I ￡ )二 一扩
,

那么这个函数在
: 二二

O处
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取最大值 0
.

答案十分简单
.

然而
,

在实际 中
,

情况远非如此 就拿煮米饭为例
,

水放多了会把

干饭煮成稀饭
,

放少了煮不熟
,

没法吃
.

因而
“

煮干饭水放多少最好吃
”

就是一个优选问 题
.

本文是为我系9 。届新生举办讲座的讲摘
.

目的是以一个

敬学问巨为例
,

介绍笔者学教学
、

用数学的点润体会



在这里
, “

好吃
”

这个函数是什么 ? 它的答案至

少是因人而异的
.

在实践中
,

总是通过试验
,

找

出最好的放水量
.

差别在于
,

有些人较快就能

学会
,

而另些人则要花较长时间
.

这就提出问

题
,

如何以最快的速度 (即最少的试验次数 )找

出最佳方案? 华罗庚把这类数学方法称为优选

法 ; 不仅要选优
,

而且要以最优方法去选优
.

我们仅限于讨论单因素的优选问题
,

并假

定试验初始区间是印
, l〕

.

希 望 以 最快 的 速

度
,

找出〔O
, 1〕上的点 : 。 ,

使得 f (
x J

)为 了(
x )

在 0[
, 1〕

_

上的最大值
.

由于未知函数 f (
x ) 的种

类太多
,

需要加以限制
.

这也是把实际问题转

化为数学问题的第一步
,

抽出本质的部分
,

排

除非本质部分
.

我们将限于一类
“

好
”

的函数
,

单峰函数
.

定义
.

区间 [ O
, 1〕上的函数 了( x ) 称为单峰

函数
,

如果在〔o
, 1〕上有唯一的一点 c 了 ,

使得

f ( x )成 f (
e , )

,

V
x任 [ 0

, l」;

而且 l(
x ) 在〔O

,

cI 〕和 〔c 了 , 1〕 上严格单调
.

此

时
,

称 c 了为 l(
x ) 的峰值点

.

用记号夕 表示 印
,

l 〕上单峰 函数的全体
.

为什么说单峰函数
“

好
”
? 因为它有两个特

点 : 一是它包含唯一的峰值点
,

这是我们所关心

的 目标 ; 二是每当做完两次试验
,

总 .lf 以通过比

较消去一部分区间 (见图 1)
.

使我们能够 、 步

一步地逼近峰值点
.

为方便起见
,

把每步消去

一段之后所剩下的区间称 为剩余区间
.

其规则是

F 。二 F
: 二 1

,

F
. 二

.

F
。 一 ,

十尸
。 一 : , . ) .2

而第
”
个分数为 F

.

/ F
. , ,

.

定义
.

给定
n ) 1 ,

令
z : = 劣 。

(笋
。

) 二 F
。

/ F
, 、 :

.

从第 2 步开始
,

依照对称规则安排新试点
.

例

如
: : 是 x ,

关于中点的对称点 (见图 2 左 )

假定两次试验后的剩余区间是叶
2 , 1〕那么

,

取
z :
为

x ,

关于中点的对称点 (见图 2 右 )
.

依此

类 推
.

我 们 称 这 种 试验策略 为 F i b口an cc 葱

搜索法或分数法
.

最后
,

还需要引进一个标准
,

以比较两种不

同的试验策略 的 优 劣
.

设 夕 是 一个
。
步试验

策略
,

即使用策略夕
,

恰好做 。 次试验
.

在这
:

次试验中
,

有
。
个试点

: 」 ,

朴
,

…
, : ,

及 。 个试
、 一

`
,

结果 了x(
,

)
,

…
,

了(
: 。

)
.

其中必有一个 试点
,

丫、
. , ` . _ ,

。
_ 、

仕
,

、

二 二
“ 。

_

二
。 n

、

赴11: c 了 (夕
, , )

,

使 f 达到最大
,

即

波
三仑级图 1

其次
,

关于试验方法也需要明确
.

定义
.

所谓试验策略 夕
,

仍是这样一个规

则: 在第一步
,

它确定一个试验 点
x , = 工 ,

(夕 )
,

不依赖于具体的 f e多 ; 在第
n
步

,

它 根 据 前
, 一 1步 的 试验 点

: , ,

…
,

叭
一 j

及 试 验 结 果

f (x
,

)
,

…
,

f (x
。 一 :

)确定第
。 个试 (验 ) 点

x 。
二

: 。

(夕 ; : : ,

…
, : 。 ; f (

x 、
)

,

…
,

f (
: 。 一 ,

) )
.

在进 一步讨论之前
,

先给出试验策略的例

子
.

为此
,

先给出一串分数

1 2 3 5 8

落
,

了
’

万
’

万
,

瓦
, ” “

` ’ ·

f (`
, ( ,

, 。 ) ) 妻 f (
x ` )

,

艺= l
,

2 ,

…
, 。

.

但 由 定 义
,

了的 峰 值点是 cl
.

一 般 地 讲
,

c, ( ,
, : )与 c , 有一定的距离

.

命

占 ( ,
, , ) = s u P }e , 一 e , (匆

, 。 ) }
.

f 〔 了

定义
.

称 占(夕
,

)n 为试验策略的
n
步精度

,

并称试验策略 密 为
n
步最优的

.

如对 任 意的
,
步试验策略夕

,

d (夕
, n ) ) 占(密

, n )
.

作为练 习
,

请读者 自行算出分数法的各步

精度
,

加深对于以上概念的理解
.

于此
,

可对

上述概念作些注释
.

对于给定的夕
,

当 f 不同

时
, :
步所得到的最好点

c 了 (夕
,

)n 与真正的峰

值点幻 的距离是不同的
.

换言 之
,

} c , (密
,

动

一 c , }随 f 的变动 而 变 动
.

最 坏 的 情 形 是 使

}c 了 (密
,

的 一 c ,
}达到

“

最大
”

的那种 f
.

换 言之
,

在最坏的情况下
,

两者相距
s u P l e 了 (夕

, 二 ) 一 e , }
.

f 〔 了

然后
,

要从最坏情形中找出最好的试验策略
,

即

找出忽
,

使得
d (忽

, n ) 二 i n f s u p }
e , (夕

, , ) 一 c ,
,

.

夕 f〔了
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直观上讲
,

从最坏的可能性中找出最好的结果
,

这样做最保险
.

这种思想称为
“

极大极小化
”

原

理二在近代数学中
,

这一原理占有重要地位
.

有 了以上准备
,

我们可以介绍第一个著名

的结果
.

定理 ( ( J
.

K i e f e r l ’ 1 , 1 9 5 3 )
.

分数法 ,
,

是

:
步最优策略

.

K i e fe r 在他的上述短文的结尾
,

己经指出

分数法的一个缺点
,

需要事先确定好试验的次

数
,

以后简称为
“

预定次数
” .

否 则
,

在 。
步试验

之后
,

减几

`一
~ 一` ~

一 J
,

一 ~
爷一司

义讯
一 I

图 3

“

好点
”

位于剩余区间的中点 (见图 3 )
.

如想再

做下去
,

已无法依同一对称规则安排
.

为克服这

个缺点
,

他建议以

1i m
n `甲 刀

F
,

F
。 , 1

勺 /

了 一 1

2
士 0

.

6 1 8 -

作为第 1 个试点 ; 然后依照对称规则安排以后

试点
.

因为 Q, 是黄金分割常数
,

这个试验策略称

为黄金 分割法
,

记作 丫
.

华罗庚 把它 简称为
0

.

61 8 法
,

这个方法在我国 是相 当普 及的
,

在

生产实践中有着广泛的应用
.

总之
,

K i e f e r 最先找到
。
步最优策略 尹

。 ,

把丫 视为多
。

的近似方法
.

到 了六十年代
,

华

罗庚提出不同看法
.

他认为
“

黄金分割法
”

丫是
最优的

,

而
“

分数法
”

是一种特殊的方法
,

它是前

者的一种近似
.

先谈谈后一种看法
,

把丫展开

成连分数

定义
.

称夕 为对称策略
,

如
.

从 第 2 步开

始
,

它依对称规则安排新试点
.

华的结果是

定理 (华罗庚 .12 5)]
.

对于任何对称策略

夕
,

当 。
充分大时

,

总有

占(夕
, 砚 ) ) d (丫

, n )
.

换言之
,

黄金分割法是无穷远处的最优策略
.

上述结果对 于任意策略也是对的
,

详见洪

加威 l礴 ]
.

让我们再回过头来分析上述两种不同的看

法一首先
,

想大家会赞同排除
“

预定次数
”

这 一

限制条件
.

即应当寻求这样一种试验策略
,

它

不仅对于任何单峰函数而且对于任何的试验次

数而言都是最优的
.

其次
,

华的想法是考虑无穷

的最优性
,

因而不必再顾虑究竟会做多少次试

验
.

从这个角度来看
,

两者的区别在于
,

K i e f e r

把试验次数预定于有限数
,

而华则预定 于无穷
.

因此
,

两者都是
“

预定次数
”

的
.

现在
,

想想如何考虑适用于任何试验次数

的最优策略
.

这首先需要引入新的精 度 概 念
.

按照前面所述的
“

极大极小化
”

原理
,

应寻找这

样的策略
,

使之达到

i n f
少

二 i n f
少

S U P
n 户 l

S U P
n 》 l

s u P !
e , 一 e , (夕

, 佗
) }

I任了

占(夕
, n )

.

1十一生、一
’

l 十 二 ,
-
了

.一

l

1十 一

这种想法十分 自然但却不合理
.

原因在于
,

对

于不同的 n ,

试验区间的尺度不是同 一 量级的
,

因而 占(夕
,

劝也不属于同 一量级
.

较合 理的做

法是代之以相对误差
.

我们知道
, n

步最优策

略 笋
。

有最佳精度
.

占(夕
。 , ” ) = l / F

n , 二

对于任 一策略 夕
,

不可能指望 脚 在依
一

步都

达到最佳精度
.

然而
,

对于每 一 个 。 ,

总可以比

较 夕 与 夕
。

情度的相对误差

如果取 前
。 + 1 个连分数作为 。 的近似值

,

则得

出分数

F
。

/ F
。 * : 二 x :

(多
,

)
.

它正是分数法的第一个 试 点
.

用分 数 列 {F
。

/

F
。 , ,

}来逼近无理数 。
,

逼近速度较快
.

这用到

数论中的丢番图逼近
.

当然
,

华罗庚的最优性 与 K ief er 的意义不

同
.

先引人
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创全巴逻 ) 二兰壁三丝
二 F

. 、 ,

占( ,
.

: ) 一 1
.

d (尹
。 , 忍 )

这引导我们使用

占(夕 ) = s u p F
, , ,
占(叨

, n
)

作为策略夕的精度
.

称试验策略
.

留 是最优的
.

如果对于任一试验策略 匆
,

有 占( , ) ) d (绍 )
.

在这种一般的精度意义下
,

有

定理 ( {
一

6〕
, 1 9 7 7)

.

对 于任何对称策略 夕
,

有



占(夕 ) ) 占 (犷 )
.

换官之
,

黄金分创法是在不定次数意义下的最

优策略
.

上述结果只是表明
,

竿 在这种更为广泛的

意义下也是最优的
.

这只不过是 对 甲 的最 优

性作出的一种新的解释
.

如果 只 能 做 到 这 一

点
,

那么这项工作也就没有太多价值
.

但事情

并非如此完结
.

现在假定有偶数 (例如 说 k二 2公
,

落) l) 部

机器
.

因此每步可安排 2艺个试点
.

首先
,

固定

试脸的步 (批 )数 。
.

定义 给定 ` ) 1和
: 妻 1

.

定义每批 2云个

试点的 。 步试验策略 了穿
’

如次 : 在第 1步
,

将

〔O
,
1」区间分成长

、

短相间的诸段

( ` 沙户)

或者

《一 ` 声 )

此处

a ;
. ’ 2 (` + l )

“ 一 ’
一 l

特别地
,

如每批 为 2 ` 个 试 点且在 每 一 批有
“ 二刀

,

则记之为 省 “ ’ .

定理 ( [ 6」
,

1 97 7 ) 假定每批有 2该(` ) 2 ) 个

试点
,

则对于任何基本策略夕
,

有

占(夕 ) ) 占(了 “ ’
)

.

换言之
,

省 “ ’
是每批 2落个试点的最优策略

.

这个结果第一次给出 了“ ’

的最优性
.

然

而
,

了 “ ’

的构造简单
.

每批将试验区间等分
,

而在等分点上安排试 验
.

似乎不难猜 到
.

但

我们着重指出
,

对于 云二 1 的情形
,

即每批两个

试点
,

第 1批试点应改取为

2 (` + l )
“

一 1

刀;
. ’

而在以后各步
,

l

“ 万石干万砚万
.

使用同一构造

, 一一 J一一占一一一~ 一一- 曰

口
亭 带

`

虽然 “ 梦
’
与夕梦

’
(了) 2) 与前面的 川

. ’
和 斌

” ’
不

同
.

限于对称策略的原因有二 : 一是所有的最

优妞略都是对称的 ; 二是构造复杂的策略在实

践中没有多少用处
.

与前面类似
,

我们可以定

义一个试验策略的精度等 概 念
.

可 以 证 明
,

甘公
’

是 。 步最优策略
.

这类似于 每步 一个 试

点的分数法 夕二

回忆竿 是作为尹
.

的极限得出的
:

随后各批依然使用等分规则
,

才是最优的 161
.

最后
,

每批 2￡一 1 “ ) l) 个试点的情况
.

如

同 葱二 1 的情形
,

可引进序列

F乞
` ’ = F 、` ’ = l ,

F认
` ’ = 葱( F }`全

; + F留才
2 )

, : ) 2
.

然后定义基本策略 尹丫
’

如次
,

在第 1 步 (批 )
,

`

甘二 1i m 公 ,

伊
。

) = 11二 F
,

/ F

“ 一 F穿
’

/ F界
: ,

刀一 1 / `一 “
.

以下各步依然分为

长
、

短相间的 2落+ l 段 (在 2 ` 个分点上有一已

试点 )
.

可以证明
,

尹留
’
是 。

步最优策略
.

再

一次回到早先导出竿 的手法
,

命
。 (` ) = 1i m F公

’
/ F犷了

:

但在目前的情况下
,

I i m “ 梦
’ = I i m 佃沪

’
+ 夕沪

’
) =

. , . 肠 , .

月 十 1
.

1

该+ l

因此
,

此法失效
.

事实上
,

对于每批偶数个试点

的情况
,

不存在无穷远处的最优策略
.

详见洪

加威 (〔5〕
, 1 9 7 4 )

.

定义 称试验策略夕 为基本的
,

如果在每

一步
,

都有如下结构

二寸该 (落+ 4 ) 一云

2葱

我们可得出类似于 少留
’
的试验策略 甲

“ ’ ,

它

是无穷远处的最优策略 〔̀ 】
.

(下转4 4页 )
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以前在讲这个问题的前一堂课 上
,

我让每

个同学写一个纸条
,

写上 自己的姓名和出生年

月
.

在下次讲古典概型时
,

向同学们提出一个

问题 : 某房间有
n 个人

,

他们中至少有两个人在

今年的同一天庆祝生 日的概率是多少 ( 2 月 29

日生的人除外 )t 这一问题立即引起同学们的兴

趣
,

经过分析
,

知道该事件的概率为

为相应的分布函数
,

才能与概率联系起来
.

2) 事件相等
,

概率必相等
.

通过以下关系

F , (犷) = P {鱿毛梦} = P { g (
x
) 石犷}

= P {
x 毛 h (梦) }

分布函数概念换元事件相等概率相等

尸一 , 一

器攀
一

{
`

了
’
, (

· )` · `
·

, `假定 “ · ,单增 , ’

接着公布在他们班统计的结果
.

他们往往认为

出现两个人同一天过生 日是偶合
,

但进一步计

~
, . ,

_

、 , 。 _ 。 _ _ : 一 _

l
_ _ _ _ .

_
_ _ 。 _

算得知
,

当 n > “ ”时
,

p > 言, n > ” o时
,

p > ”
·

9 7 ,

: > l。。 时
,

尸一 1一不奥燕
.

、 1 ,

几乎成了必然事
3 x 1 0

。 - , 尹 - 4 ·

一
J

一
,
二

、

二
,

件
.

每次统计的结果
,

在一个班的同学中几乎

都有两个以上的人在同一天过生 日
,

这个结果

加深 了同学们对问题的理解
,

同时
,

有利于他们

对具体问题具体分析
,

攻克难点
,

掌握古典概型

的计算
,

随机变量函数 (以连续型为例 )的分布是概

率论的另一难点
.

它 是在已知作为 自变量的随

机变 量
: 的密度函数 f (x) (其反函数

x = h (刃

在对应区间上存在
,

且单调可导 )的情况下
,

求

作为函数的随 机 变 量 犷二 g (x) 的 密 度 函 数

功 (梦)
.

要讲清这个问题必须交代两点 :

l) 密度函数和概率无直接关系
,

只有转化

分布函数与密度函数的关系

由变上限复合函数求导法则
,

山 (
,

) 式两边对 ,

求导得

功 (夕) 二 F公(犷) 一 f「h (夕) ] h
,

(犷) `

据笔者体会 :

1) 只要讲清以上四个概念
,

被 认 为 异常

抽象的概率概念部分的问 题 就 能 得 到很好 的

解决
.

2) 用现代方法论观点对教 材进 行科学的

分析
,

可以使我们分清问题的重点
、

难点
,

在制

订教学计划时可以做到心中有数
,

在教学过程

中可以强化相应部分的讲解
一

1二作
,

以便学生深

亥吐地领会该门学科二

3) 概率论是一门实用性很强的科学
,

在讲

授这门课时
,

选择生动的实例可以使学生把
-

些重要的概念铭记在头脑中
.

. 今文欲

1
.

咤数学方法论选讲 》 (大连理 工大学 徐利治教授编写 )

2
. 《
概率论与数理统计

》 〔浙江大学数学系编 )

(上接 3 8页 )

问题是 :
犷

“ ’
是否也是不定步 (批 ) 数 意

义下的最优策略 r 这个问题最近才获得解决
.

答案是否定的
.

这种情形下的最优策略 已经找

到
,

可惜不能在此 讨论
.
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