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随机矩阵，顾名思义就是各项有随机性的一个矩阵。我们知道，矩阵在线性代数以及它的

各种应用中有核心地位，而随机性是世界中无处不在的现象。所以，随机矩阵作为二者的结合，

能在数学理论以及它的应用中占重要地位，是不足为奇的。

在目前，随机矩阵研究的主战场是统计，以及进一步衍生的机器学习等新兴领域。统计理

论中，只要数据不是一维的（或者说，Excel 表格中不止有一个单元有数据），矩阵就无可避免
地被引入。而随机性的考量显然是统计理论中不言而喻的。从这个角度看，随机矩阵和我们的

生活大有关系。

但是，随机矩阵理论的提出和早期发展，却不是统计学家领的头，而是理论物理学家。这个

历史发展过程并非巧合，而是科学发展的宏观历史的缩影：虽然科学对我们的日常生活息息相

关，可是科学的发端并不是源自对日上生活的观察和积累，而是“仰望星空”。对天文的观测和

解释，最终导致了哥白尼革命。因为日常生活中的科学，或者数学，往往更难。

随着一个世纪前量子力学的建立，物理学家了解到，原子，以及原子核的物理性质，由它们

的哈密顿算子决定。这个哈密顿算子，用通俗的语言讲，就是一个矩阵——没有随机性的矩阵

——由原子（核）唯一确定。量子力学的基本原理要求这个矩阵是一个厄米矩阵。

学过《大学物理》的同学都知道怎样写出氢原子（本质上就是一个电子在有心力场）的哈

密顿算子，并且精确求出它的能级（也就是哈密顿算子的特征根）。深入学习过《量子力学》的

同学也知道怎样分析氦原子（本质上是两个电子）的哈密顿算子，但是这时精确求解已经不可

能，只能使用近似方法。物理学家在二战后的年代，最关心的是铀原子核——230 多个核子，其
中 92 个质子，其余是中子——的哈密顿算子。显然，就算我们了解清楚质子、中子间所有的相
互作用，并且能精确写出这个原子核的哈密顿算子，对其精确求解几乎不可能，甚至做近似求

解，做数值分析，也有极大的困难。考虑到那个时期的超级计算机算力不到现在千元老人手机

的算力的零头，这个困难就更大了。

物理学家 Wigner 和 Dyson 等有了一个相当有洞见（或者相当偷懒？）的想法：既然这个哈
密顿算子复杂到无法分析，为什么不用一个完全随机的矩阵去建模这个哈密顿算子？这样的话，

也许最后得到的结果虽不中亦不远呢。
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因为基本原理要求哈密顿算子是厄米算子，所以，体现最大随机性的随机矩阵应该是各项

为独立同分布的（复）正态随机变量，如下所示：

G =


g11 g12 . . . g1n

g21 g22 . . . g2n
...

... . . . ...
gn1 gn2 . . . gnn

 , gi,i = N(0, 1), gi,j = gj,i =
1

2
(N(0, 1) + iN(0, 1)).

很多物理模型同时具有时间反演对称性，也就对哈密顿算子又有了新的约束条件。这种情况下，

具有最大随机性的矩阵就成为类似的实对称随机矩阵，如下所示：

G =


g11 g12 . . . g1n

g21 g22 . . . g2n
...

... . . . ...
gn1 gn2 . . . gnn

 , gi,i = N(0, 1), gi,j = gj,i = N(0, 1).

这两种随机矩阵，被命名为高斯酉系综（Gaussian Unitary Ensemble，GUE）和高斯正交系综
（Gaussian Orthogonal Ensemble，GSE）。最后，有些物理模型既有时间反演对称性，又有半整
数自旋，需要用高斯辛系综（Gaussian Symplectic Ensemble，GSE）去建模。这三种矩阵模型，
对应了物理系统的关于时间反演的三个对称类型。

对这三种看似简单的随机矩阵的研究，确实揭示了复杂物理模型哈密顿算子的一些特点。我

们知道，氢原子的能级满足一些非常简单的关系。但是复杂一些的哈密顿算子的能级，则很明显

杂乱无章。也许最容易脱口而出的猜测，就是这些能级的局部分布大约等同于泊松点过程。很

不幸，这是错的。实验数据表明，能级之间似乎有某种“排斥力”，使它们不像泊松过程中的粒

子一样经常靠得很近。（见图1）� � � � � � � � � 	 
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图 1: 取自 Mehta 的专著 Random Matrices（第三版）第一章第一节。

物理学家对 GUE 和 GOE 的特征根分布进行了理论计算。因为这些高斯系综具有旋转不
变性，所以熟悉经典李群的物理学家很容易地剥离出特征根的分布函数，并且发现确实它们之
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间体现出一个排斥力，而且这个排斥力的大小，在 GUE 中恰好为 GOE 中的 2 倍。（在 GSE
中，这个力的大小是 GOE 中的 4 倍。）并且，特征根的经验密度分布的极限（半圆率）与局部

极限分布也都计算出来。其中局部极限分布和我们熟悉的正态分布，指数分布等常用极限极限

都不同（见图2），有一个复杂的解析公式。最后，和实验数据对比，竟然是对的！� � � � � � � � � 	 
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图 2: 取自 Mehta 的专著 Random Matrices（第三版）第一章第四节。

以上是对随机矩阵理论发端的正统描述。实际情况如何呢？用先驱者 Dyson 的话说 1：

All of our struggles were in vain. 82 levels were too few to give a statistically
significant test of the model. As a contribution to the understanding of nuclear
physics, random matrix theory was a dismal failure. By 1970 we had decided that
random matrix theory was a beautiful piece of pure mathematics having nothing to
do with physics. Random matrix theory went temporarily to sleep.

因为重原子核的结构虽然复杂，它包括的质子和中子加在一起顶多也就二百多个。用纸和

1Dyson的引文，以及上面对随机矩阵研究开端的历史回顾，都可以参见 Dyson给 Oxford Handbook of Random
Matrix Theory 写的序言。
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笔做分析自然难比登天，可是我们有计算机，还有摩尔定律。所以，当代的核物理研究，尤其是

核武器研发，应该是用不到随机矩阵的。

当然，Dyson 只是说 sleep，并且是在物理学领域暂时 sleep。随机矩阵理论的以后在统计
领域开始发挥重要作用，甚至影响到了数论等纯数学研究。因为与本文主旨不直接相关，就不

赘述了。

至于随机矩阵作为 a beautiful piece of pure mathematics 的研究，Dyson 自己就做了相当
多的贡献。这里举其中一例。回忆我们已经提到过的作为随机矩阵的 GUE 和 GOE。它们的各
项都是相互独立的正态分布随机变量。一个概率理论中熟知的事实是：如果我们把一列独立同

分布的正态分布随机变量加起来，我们就得到一个简单的随机过程，并且经过适当地比例变换，

这个随机过程收敛到布朗运动。那么，如果我们不是把一维的随机变量，而是把高维的随机矩

阵相加呢？比如我们考虑 GOE。将一列一列独立同分布的的 GOE 随机矩阵加在一起，经过比
例变换，我们得到

G(t) =


g11(t) g12(t) . . . g1n(t)

g21(t) g22(t) . . . g2n(t)
...

... . . . ...
gn1(t) gn2(t) . . . gnn(t)

 , gi,i = Bi,i(t), gi,j(t) = gj,i(t) = Bi,j(t).

这里 Bi,j(t) 代表相互独立的布朗运动。这样定义的的 G(t) 的特征根 x1(t), x2(t), . . . , xn(t) 所

满足的随机过程就被称为 Dyson 布朗运动。GUE 和 GSE 显然也可以定义类似的对应 Dyson
布朗运动。

Dyson 布朗运动可以通过 SDE 来表示：

dxi(t) = dBi +
β

2

∑
j ̸=i

dt

xi(t)− xj(t)
.

其中参数 β = 1, 2, 4 时，这个 SDE 就表示 GOE，GUE 和 GSE 定义的 G(t) 的特征根的随机

过程。对这个 SDE 的研究推进了概率中很多方向的发展，尤其是又促进了随机矩阵本身的理论
研究——当然，可能不包括 Dyson 所期望的物理学研究。

注意：用 β = 1, 2, 4 标志三种对称类型是随机矩阵研究的标准做法，下文中还会出现。

以上关于随机矩阵和物理学的关系都是引子。现在我们言归正传，考虑量子输运（quantum
transport）2。量子输运主要考虑的问题是电子在导体中的传输，尤其是导体的尺度到了纳米量

级时。这时，把电流看做经典物理量（也就是连续的，确定的量）已经不能很好地解释物理现

象，而必须把传输的电子，以及传输导体从量子力学的角度建模。这时候出现了技术困难：导

体虽然很小，但也包含很多原子，其形状很难规整，更有不可避免的杂质在里面，所以精确地

写出它的哈密顿算子几乎不可能。并且因为导体各个不同，针对某一个导体对具体的哈密顿算

子做数值计算也没什么意义。这时，用随机矩阵去建模各不相同的纳米导体，就是自然地思路。

这个领域比起核物理来，明显更是随机矩阵的用武之地。

2本文关于量子输运的介绍主要基于 Beenakker 在 Review of Modern Physics 上的综述 Random matrix theory
of quantum transport。
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纳米导体的量子性质体现在什么地方呢？我们以一维的纳米导线为例，考虑它的电导（也

就是电阻的导数）。经典的导体有一个确定的电导，并且如果我们改变导体的一些环境参数，其

电导或者不变，或者连续有规律变化。但是如果我们考虑一个一维的纳米导线——不需要固定

它的长度，也不需要假设具体的粗细形状，只要它属于“导体”这个范畴，我们就可以观测到这

样一个经典物理不能解释的现象：如果我们连续改变某个环境参数，比如把导体置于外加磁场

中，则其电导会不规则变化，围绕着平均电导一会变大一会变小，并且其变化规律不平滑，其

图像很类似布朗运动的路径（见图3）。

The interaction potential u(� ,��) may or may not be
logarithmic. By differentiating Eq. (44) we obtain an ex-
act relationship between the two-point correlation func-
tion and the functional derivative of the mean density
with respect to the confining potential,

K�� ,�����
1
�

�����

�V����
. (46)

To evaluate this functional derivative we must know
how the density depends on the potential. This is a clas-
sic problem in random-matrix theory. In the large-N
limit the solution is given by the integral equation
(Wigner, 1957)

V�����
��

��

d��u�� ,���������constant, (47)

where ‘‘constant’’ means independent of � inside the
interval (�� ,��), where ��0. The boundaries �� of
the spectrum can be either fixed or free. A fixed bound-
ary is independent of V . (An example is the constraint
��0.) A free boundary is to be determined self-
consistently from Eq. (47), by requiring that � vanishes
at the boundary. A free boundary thus depends on V .
Equation (47) has the ‘‘mechanical equilibrium’’ inter-
pretation that the density � adjusts itself to the potential
V in such a way that the total force at any point van-
ishes. The support of � is therefore an equipotential.
Finite-N corrections to Eq. (47) are smaller by an order
N�1 for ��1 or 4, and by an order N�2 for ��2
(Dyson, 1972; see Appendix A). A rigorous proof, con-
taining precise conditions on u and V , has been given by
Boutet de Monvel, Pastur, and Shcherbina (1995).

Variation of Eq. (47) gives9

�V�����
��

��

d��u�� ,����������constant, (48a)

with the constraint

�
��

��

d�������0 (48b)

(since the variation of � is to be carried out at constant
N). The inverse of Eq. (48) is

��������
��

��

d��u inv�� ,����V����, (49a)

�� 1

Combination of Eqs. (46) and (49) yields a relation
between the two-point correlation function and the in-
verse of the interaction potential (Beenakker, 1993a),

K�� ,����
1
�

u inv�� ,���. (50)

This relation is universal in that it does not contain the
confining potential explicitly. There is an implicit depen-
dence on V through �� in Eq. (49), but this can be
neglected far from a free boundary. There exists a vari-
ety of other demonstrations of such insensitivity of cor-
relation functions to the choice of confining potential
(Kamien, Politzer, and Wise, 1988; Ambjørn, Jurk-
iewicz, and Makeenko, 1990; Ambjørn and Makeenko,
1990; Pastur, 1992; Brézin and Zee, 1993, 1994; Eynard,
1994; Forrester, 1995; Hackenbroich and Weidenmüller,
1995; Kobayakawa, Hatsugai, Kohmoto, and Zee, 1995;
Morita, Hatsugai, and Kohmoto, 1995; Akamann and
Ambjo”rn, 1996; Freilikher, Kanzieper, and Yurkevich,
1996).

A universal two-point correlation function implies
universal fluctuations of linear statistics, as we discuss in
the next subsection.

2. Universal conductance fluctuations

Quantum interference leads to significant sample-to-

FIG. 4. Fluctuations as a function of perpendicular magnetic
field of the conductance of a 310 nm long and 25 nm wide Au
wire at 10 mK. The trace appears random but is completely
reproducible from one measurement to the next. The root
mean square of the fluctuations is 0.3 e2/h , which is not far
from the theoretical result �1/15 e2/h [Eq. (51) with ��2 due
to the magnetic field and a reduced conductance quantum of
e2/h due to the strong spin-orbit scattering in Au]. After
Washburn and Webb (1986).

740 C. W. J. Beenakker: Random-matrix theory of quantum transport

图 3: 取自 Beenakker在 Review of Modern Physics上的综述 Random matrix theory of quantum
transport。

这些变化的电导有个平均值，对应的是经典意义的电导。围绕均值，可以测量电导的变化

的方差，这也是纳米导线的一个重要性质，但是不能用经典物理解释。测量的结果发现，不同

的纳米导线平均电导各不相同，但是电导的方差则不依赖于纳米导线的具体尺寸、形状和材质。

取了一个模型无关的单位之后，这个方差总是等于

2

15

1

β
,

这里 β = 1, 2, 4，对应纳米导线对时间反演的三种对称性类型。能不能解释这个 2/15，是理论

是否成功的一个硬性标准。随机矩阵模型能不能通过这个检验呢？

首先，我们先建立一个最简单的模型。假设这个纳米导体没有任何确定的内部结构，于是我

们用最具一般性的随机矩阵去模拟它。注意，量子输运模型并不是考虑导体本身的性质，而是

考虑通过它的电子所收到的影响。所以，我们不是模拟导体的哈密顿算子，而是把它看做对于

电子的散射矩阵——一个酉矩阵，而不是厄米矩阵。所以，如果要考虑一个最一般的随机矩阵，

我们应该考虑一个服从 Haar 测度的随机酉矩阵（如果有时间反演对称性，就考虑服从 Haar 测
度的随机正交矩阵或者随机辛矩阵）。

散射矩阵，包括了（向前）传输（transmission，记作 t）和（向后）反射（reflection，记作
r）两部分信息。显然我们关心的是电子的传输。所以，我们只需要随机酉/正交/辛矩阵（记为
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S）的一部分：

S =

(
r t′

t r′

)
, T = tt†.

也就是说，散射矩阵的一部分 t，定义了我们需要的传输矩阵 T。令 T 的特征值（也就是 t 的

奇异值的平方）为 T1, T2, . . . , Tn。则电导的均值/方差，就是 T1 + T2 + · · ·+ Tn 这个随机变量

的均值/方差。而这个随机变量是随机矩阵理论可以刻画的。
结果差强人意。当 n → ∞（也就是纳米导体的尺度比原子要大很多）时，用随机酉/正交/辛

矩阵来建模得出来的电导方差为 3

1

8

1

β
.

虽然 1/8 和 2/15 的差别不是很大，只有不到 7%。但是物理学是精确科学，7% 的误差是不可
忍受的。为什么有这个误差呢？因为，我们用最一般的随机矩阵去建模导体，却忽略了一个重

要信息：我们要考虑的纳米导线是一维的，而这个维度信息，建模时并未考虑进去。其实，我们

已经得到的结果是“量子点”，也就是各个方向没有区别的纳米尺寸导体的模型。

由点很自然地就可以连成线。相应地，我们可以把一维纳米导线看做很多个量子点连接在

一起，然后就可以从量子点的输运模型出发，得到一维纳米导线的的散射矩阵以及传输矩阵。具

体的物理学推导过程在这里不详述，我们只需要指出，一维导体的传输矩阵的特征根的分布可

以用一个随机过程表示。如果用 t 表示导线的长度，而 T1(t), T2(t), . . . , Tn(t) 表示长度为 t 时

导线的传输矩阵特征值，则它们满足一个 SDE，形式上和 Dyson 布朗运动所满足的 SDE 类似。
这个相似性不难直观想象：Dyson 布朗运动是很多相互独立的高斯酉/正交/辛系综相加构造的，
而一维导线的散射矩阵，似乎应该是很多相互独立的量子点散射矩阵相乘构造的。（这个类比其

实是错误的，因为依 Haar 测度的随机酉/正交/辛矩阵的乘积结果仍然服从同样的 Haar 测度。
这里只是打个比方。）

下面我们只考虑最简单的时间反演对称性破缺，也就是 β = 2 的情况。这时，经过变量替

换 λk(t) = (1− Tk(t))/Tk(t)，λk(t) 满足的 SDE 为

dλk(t) =

2λk(t) + 1 +
1

n

∑
l ̸=k

2λk(t)λl(t) + λk(t) + λl(t)

λk(t)− λl(t)

 dt−
√

2λk(t)(λk(t) + 1)

n
Bk.

这个 SDE 称为 Dorokhov-Mello-Pereyra-Kumar (DMPK) 方程。
这个 DMPK 方程是否是一维导线的合理模型呢？我们希望它能在电导方差与实验数据吻

合。因为我们的 λk(t) 是 Tk(t) 的函数，我们需要的是 T1(t) + T2(t) + · · ·+ Tn(t) 的方差，也就

是

C(t) =
1

λ1(t) + 1
+

1

λ2(t) + 1
+ · · ·+ 1

λn(t) + 1

的方差。最后希望的结果是在先取 n → ∞（也就是导线直径远大于原子尺度）然后再取 t → ∞
（也就是导线的长度远大于直径，成为名副其实的“线”）之后，C(t) 的方差趋近于 1/15（因为

我们取 β = 2，抵消掉了分子 2）。

3我国南科大姜铁峰教授在这方面做了严格的计算，见 Physics Letters A, 373(25):2117。
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上述的 DMPK方程很类似于 Dyson布朗运动。所以，对 Dyson布朗运动的深入研究，肯定
会有助于证明上面的结果4，也就是说，从真正的数学严格意义上，验证随机矩阵在一维纳米导

线的量子输运问题上成功应用。不过数学的发展往往是太慢了，跟不上物理学家的急切心情。于

是物理学家抄了一个近道：当 n, t → ∞而且 t ≪ n时，如果做变量替换 λk(t) = sinh2(
√

xk(t))，

则（注意：这是我们这篇小文章最后一个公式了）

C(t) =
1

cosh2
√

x1(t)
+

1

cosh2
√
x2(t)

+ · · ·+ 1

cosh2
√

xn(t)

而且 x1(t), x2(t), . . . , xn(t) 近似满足一个联合分布

P (x1(t), . . . , xn(t)) =
∏

1≤i<j≤n

(xi(t)− xj(t))(f(xi(t))− f(xj(t)))

n∏
i=1

W (xi(t)),

这里

f(x) = sinh2(
√
x) =

1

4

(
e2

√
x − 2 + e−2

√
x
)
, W (x) = e−

n
t
x

(
e2

√
x − e−2

√
x

4x

) 1
2

.

虽然这个联合分布看上去还是很复杂，但是从随机矩阵的角度看，属于现有技术可以操作

的领域了。现在该是大结局时间了：应用这个近似联合分布之后，物理学家已经用物理中的数

学（也就是不严格的数学）论证了 C(t) 在 n → ∞ 且 t → ∞ 时趋近于 1/15。至于严格的数学

证明，让我们拭目以待吧 5。

4我国中科院李向东研究员在这方面做了相关研究，见 Journal of Statistical Physics (2020) 181:1277。
5最新进展，可以参考笔者拙文https://arxiv.org/abs/2307.03720。
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