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号 引 言

在马氏过程理论 中
,

强马 氏性是非常重要的基本概念
。

但在相 当长的一段时间内
,

人

们对于强马 氏性的认识是十分模糊的
。

不少人认为强马 氏性是马 氏性 的 必 然 推论
。

直到

年左右有人举出了反例之后
,

才 引起普遍的注意
。

一 ,

最早
‘

指出需要认真
一

地研究强马氏性
。

到了五十年代
,

许多作者从

事这方面的研究工作
,

其中主要有
, ,

只二“ 二 二 ,

钟开莱
, , ,

二 ,

叼
,

· · “耐等
。

这些作者对于强马氏性的定义也不尽相 同
。

现在常用的强马氏性定义 我

们 在文中改称为强选马氏性 是旦二二 和 二 二。 二 二
在 年给出的

。

年
,

钟开莱应用他和 。。乙所建立的关于可选时 或称停时 的理论 〔 」
,

研究了反向马 氏过程 〔幻 即将一个马氏过程的时间的方向颠倒所 得 到的新过程
。

他们

发现通常的强选马氏性未必成立
。

于是提出了中性马氏 性 。。 。。 勿 ,

的新概念
,

在我们文中
,

将称作强左料马氏性
。

他们证 明了 一个右连续
、

左极 限存在的

弛选马氏过移 一域族满足 “通常条件 ” ,

在他们的意义下的反 向马氏过程必定是强

左料的
。

年
,

他又证明了 绷 过程也是强左料马氏过程 〔 〕 。

可见
,

强左料马氏性具

有普遍性
。

强选马氏性 “ 强 ” 在可选时上
,

而强左料马氏性则是 “ 强 ” 在一部分可选时 —
可料

时上
。

这说明
,

我们可 以不在全部可选时上
,

而是只在一部分可选时上 “ 加强 ” 马氏性
。

基 于这些事实
,

我们提出了强马 氏性的统一的一般性定义
。

稗们特别探讨了介于马氏性与

强马氏性之问的新的马 氏性
。

给出了若干等价性定理
。

特别
,

我们得到一个马 氏过程只要

在可料时和绝不可及时上成立马氏性
。

则在一切可选时上就成立马 氏性 即是一个强马 氏

过程
,

这就使我们对于 “ 强 ” 马 氏性有了更深入的认识
。

号 术 语 和 记 号

记
一 , ,

可 一 ,

。〕
,

瓦
, 〕

,

厂。 , 〕

的 子集所构成的 。 一 域记作夕厄的 。‘子集所构成的仃 一 域记作亘类似地有圣
。

设 。
,

二 和
,

些 是任意的两个可测空 间
。

我们用 任 型 压表 示从
,

二

到
,

的可测映射
。

如果
,

产

则简记成 任
。

如果 还是有界的
,

二



则记 作 任

设
, “ ,

是给定的一个概率空间
。

把所有的
,

到
, 十

射 之 集 记作月 。。

再 没 尸

〔
。

自然
, 。

关于 不必

命

。

基完

是给定的互
。的上升的子 一 域族

,

即“ , 任 ,

的可 测映

簇 二尸

备的‘、其完备彬碑作互
,

相应地 少族 二
,

卜
, 。 ,

互芳,﹄卜
」

了、
‘

了、,

了、矛了、了气
︸﹄

丫 二 日 尸 ,

, ‘ 才

一
‘

一
八 尸 , 雪门 凡

,

‘ 夕 改 二二二二 ‘ 少 之 二二二二

并约定
一 二二 对 于 犷 任 。 ,

召 谧 仆门 犷
,

奋” 八 八自玉 〔 ,

簇

我们定义如下三个 。 一 域

任

劫 〔

一一一甲

名 一 八门扭 ‘ 任里
, ‘任

一一︸厂︸

本文将要用到 “ 随机过程通论 ” 中的一肇结果
。

这些结果可在仁 口或巨 」中找烈
。

关

于族 二 的可选时的全体记作望
·

关于族 二
·

卜
·二 的可料对和关于族 昼 外汀雌

料时是一回事
,

全体可料时之集记作 』
。 、

卜
一

少
,

一
。

族 舀卜
￡了 关于 完备化得笼舀 厅

,

再右连续化得城二
。气卜

·

耳却记吕
二

台
, 则

于此也约定塾一塾
一 。

关于这两个族的可选时之集分别记作住和公 , 可料时之集记作

仁
。

关于族 昼卜
￡下 的可及时和绝不可及时之集分别记作卿瞥 类似的有任和窿

‘

这里

需要说明的是
,

〔 习中所定义的可及时和绝不可及时的概念 戈以及本文将要用到的与此有

关的结果
、

均不依赖于 。 一 域族的右连续性
。

定义
·

设
,

些是任意的可测空间 对于 ” ‘ 呜 中的‘和里中的 所 定 义

的函数 万 ,

称为
,

上的 时齐 马氏转移函数
,

倘若

对于每一个固定的才和二 ,

,
, 孑 ,

是 上的概率测度 ,

五 对于每一个固定的 和
, ‘

,
, ,

是 可测函数犷
·

对于每一个
, , 〔 ,

下述 一 方程

, · , 一 , , 。 。 ,

成立
。

定义在

如果 才任 ,

后凡涉及二 , ,

定义之
。

妻
,

,

尸 。 ,

上
、

取值于 丑
,

上 的随机过程 二 , 。

称为适应 于笼
。 ,

二 ,

任 。 。

注意我们所讨论 的过程 二 , 。

在 时无定义
,

因 此
,

今

总是限于笼 “
· “ ·

设二 二 二 , 。

是取伯干

任 , 任 是 刀
,

刀
, 、

适应 于
,

一

。

的随机过程
。

又设
, ,

厂 上 的马 氏转移函数
, 协为

,

率测度
。

称“ 是关于 互汗
‘ 。

具有初始测度协 。
和转移 函数

, , 。,

的马氏过程
,

倘若

上的一个概

任
,

任

、‘ 〔
。

二 、、 。 , ,

、 。二

仁 二 ,

尸 弘二 二 , , ,

夕
, 任

了
、



其中
, ,

, 丁
, 二 , 。 , 。

县 强马氏性的一般定义

本文将要用到两类函数集
”类 口

“〔 “

类
,

口 口汉

这里的 表常值可选时之集
。 ,

尸
, ,

口
“
都是 类的

。

定义 设
, ,

是满足定义 中所有条件的马 氏过程
,

对于 任 ,

分 〔

‘ 十 ,

任尸 。

。
〔 。。

以 对于 任
,

〔 ,

有

〔 。 十 。 。。 〕二 , 。 ,

如果它还满足

则称 为强 吗氏过程
。

称为强万呵测性
, ‘ 称为强 。

马氏性
。

如果状态空间具有某种拓扑结构
,

则我们还可以考虑左
、

右两方的情况
。

定义 设
,

是一个拓扑可测空间口 。〕, 二 , , ‘

同 定义
。

并设 的轨道

在〔。,

的右极限 存在
,

它还满足

对于 任 。, 〔 ,

。 , 〔 。

。
〔 。二 十 、

对于 任 , 〔 ,

有

仁 。 ,

尸
。 〕

, , 十 , ,

则称 为强右 “马氏过程
。

称为强右
。
可测性

,

称为强右
。马氏性

。

定义 设
,

是一个拓扑可测空间
, 二 , , ‘

如 定 义
。

又 设 的轨道在
,

‘ 上左极限 存在 约定
。一 二 。 。

如果它还满足
以 任 , 任

“ , ,

〔 “

任 。,

分 任

「
。 十 , 。。 一

〕
“ 一 ,

玛称 是强左
。马氏过程

。

称为强左
。马氏性

。

我们注意
,

由 〔幻 引理 可知
,

此时
“ 一 〔 “。 一 , 因百 之左端总是二

, 。一

可 琳



的
。

现在
,

让我们转到完备化情况
。

把上述定义 中的
。
和

。

右上角的 “ ”

去掉
,

我们

得到强些 强左竺
、

强右竺 马 氏过程概念
。

自然
,

此时条件 是多余的
,

因为它含

于条件 之中
。

取些 旦
十 ,

我们又可得到强右选马氏过程概念
。

但此时
十 二 万

, 十 ,

是

二
, 十

循 序可测的
,

故对于 担
,

尹 任乙
十 ·

于 是条件 也是多余的
。

完全类

似
,

我们可以定义强及 强左
,

右及 马氏过程
。

强不及 强左
、

右不及 马氏过程
,

只

是如同前面所指 出的
,

因为星
二

里一 所 以在定义强右料马氏过程时
,

只需用 』 而在定义

强不及马氏过程时
,

需取竺 二 口
·

这些具体的定义就用不着一一给出了
。

为简单起见
,

下面只考虑完备化情形
。

今后
,

我们把上面定义的 “强 ” 等各种概念

泛称为 “ 强 ” 。

县 隐含关系及等价性定理

定理 设竺和竺 是两个竺类 函数集
,

竺
,压竺

·

则每一个强 左
、

右 竺 马 氏

过 程 都 是 强 左
、

右 , 马氏过程
。

定理 如果马氏过程厂的轨道 右连续
,

则丫 任 , 。 任
。 , 。 出 〔 。 士

。

进而对 于每一个 三 二
,

有

强右些马氏性今强竺马氏性
。

若更设 二
, , ‘

右连续
,

则这里的 “ 今少可换成 “ 。今 ”

定理 如果马氏过程 的轨道 左连续
,

则

强竺马氏性今强左竺马氏性
。

如果再设住
, , ·

拟左连续 , 即对于 〔 』
,

』
, 一 ‘

二
·

则 强料可测
,

此时 二 尸 ,

故

强 左
、

右 及令今强 左
、

右 料
。

上述定理都是显然的
。

定理 每一个强料马氏过程都是强及马氏过程
。

即

强及会今强料

先建立两条简单的引理

引理 设
,

任
,

再 没 任尸 ,

则

几
一
到 任

证 明
·

因为 任 二今 门仁 二 〕任里
。

由此及单调类定理 见 〔 〕或〔 〕第 章 立

知本引理成立
。

引理 设
,

任
,

任 百
。

又设 是强及可测的
,

则

, 一

即 尤
,

】尸 〔 一

叮 。刃
,

〕

证 明
·

由引理 知
, “ 两端都是少口二

一

里 可测的
。

注意 仁 一 〕任里
,

两

边关于尸 宁取条件化即得引里
。

定理之证 由定理 卜 只需

强料今强及
,

对于丫 任 , 日
。 。 , 二尸 ,

〔仁 〕〕巨 口
。

证明

使得



日〔〔及 〕〕是可料集
,

故它是两两不交可料时图的可列并
。

因此无仿假定
。

的图两两不交 。

由强料可测性
,

对于丫
,

丫 任 ,

〔
。

任
, 。

任
。 。

于是

仁万 任
,

〕

巴 〔 任
, 二 。

二 〕

口 〔
。

〔
,

及 〕口〔
。 二 〕任尸

一 。

这便得到强及可测性
,

下面证明强及马氏性
。

由引理 和强料马氏性
,

‘

我们得到

〔
,

〕

二 〔叉
一 , , 千

】
, 〕

二 刃 ‘ 一 , 叮 。 ,

」

万 。 一 。 , 〔
, ,

〕

艺 〔 , 一 , 。

〕

习 口
一 。 〕 , 。

门

乞
二 万

一 。 】 叮
, 十 。 。

〕

万 〔 一 , , 。 ,

艺
一 】 , ,

, , 。

定理 在强选可测条件下
,

强选马氏性等价于强料马氏性和强不及马氏 性 同 时 成

立
。

证明 每一个可选时可唯一地分解成可及部分和绝不可及部分
。

即每一个可选时 的

纤可表成可及时 的图和绝不可及时 的图的不交并
,

由此出发
,

重复定理 的证法即得
本定理

。

同样可 以证 明

定理 每一个强右料马氏过程都是强右及马氏过程
,

即强右料令今强右及
。

定理了 强右选马氏性等价于强右料马氏性和强右不及马氏性同时成立
。

但对于 “左方 ” 的情形
,

这些等价性结果却未必成立
。

就 同一类而言
, “左方 ” 也不

是 “ 右方 ” 的必然推论
。

譬如强左料马氏性不能直接从强右选马氏性推出
。

事实上
,

要从
强右选马氏性导出强左料马氏性

,

还需要添一些条件 例如见
,

定理
。

关于强左料马氏性
,

作了深入的讨论
。

在 为具有可数基局部紧 空

间条件下
,

证 明了 万洲 过程是强左料马氏过程
。

特别
,

过程 以及无分枝点的 梦

过程都是强左料马氏过程
。
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