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對於這個簡單模型, 精確到小數點後 3 位是可行的, 因為前 7 年不會崩潰, 而我們只制

定 5 年計劃。 其次, 讓我們看看隨機模型。 假定每個 aij 以 1/3 的小概率作 1% 的小擾動。 再

假定諸 a
(n)
ij (i, j=1, 2, n ≥ 1) 相互獨立。 還是從 x0 = (44Δ 344, 20) 出發, 那麼

P[T x0 = n] =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, 若 n = 1,

0.09, 若 n = 2,

0.65, 若 n = 3.

這樣, P[T ≤ 3] ≈ 0.74。 也就是說, 這個經濟模型在 3 年內崩潰的概率達到 0.74, 可見運

行 2 年之後就必需調整 (記得對於決定性情形, 崩潰時 T x0 = 8 年)。 事實上, 我們可以證明:

在適當條件下, 對於一切 x0 > 0, 都有

P[T x0 < ∞] = 1,

即若不及時調整, 經濟將以概率 1 走向崩潰。

我們已經看到經濟的敏感性: 依據所具備的客觀條件, 有它自身的合理的發展速度, 太快、

太慢都不好。 如不考慮隨機因素, 就會造成很大的失真。 隨機數學的運用, 會使問題的解答比決

定性的處理更精密而不是更粗糙。 經濟最優化的數學模型是一個待開墾的數學研究領域, 有大

量有趣並重要的待解決課題 (例如崩潰時間的估計, 最優投入策略等等)。 這個方向是如此迷人,

以至於作為開篇寫入 [1], 從中可找到更詳細的內容和文獻。

順便指出, 在研究隨機模型時, 我們用到了隨機矩陣理論。 這個理論在物理和統計中都是

極為重要的。 我國許寶騄是這一理論的早期開拓者之一 (1939)。 這一理論與泛函分析的交融,

產生了自由概率論 (1985) 的新的數學分支, 並被成功地應用於 von Neumann 代數的分類問

題。

2010 年是華羅庚和許寶騄的百年誕辰。

華羅庚 許寶騄

"数学的进步". 数学通报(2012): 第51卷第9期
                              數學傳播(2013): 37卷1期
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政府關注

上述國際數學中心以及我國為數不少的數學研究機構, 都是政府的財政撥款支持的。 這從

一個側面反映出政府對於基礎研究的重視。

講到其他國家政府的關注, 應當提到 2006 年 4 月 18 日, 美國總統的行政命令, 成立“國

家數學委員會”。 這是第一個國家級的數學委員會。 委員會的職責是就如何最好地利用有關數學

教學和學習的研究成果向總統和教育部長提供建議。 2006 年 5 月 15 日, 17 位數學家、 認知

學家和數學教育家被任命為國家數學委員會成員。

其次, 應當提到奧巴馬 2011 年國情咨文。 其中兩次提到數學: “中國和印度等國已意識

到. . . . . . 他們開始對他們的孩子進行更早和更長時間的教育, 更加重視數學和科學。” “在未來

十年, 我們將需要準備 10 萬名科學、技術、工程和數學學科教師。”

民間資助

就我們所知, 至今最大的民間資助來自 Simons 基金會。 2010 年, 該基金會投入 4 千萬

美元用於數學等基礎理論研究。 須知美國國家科學基金會 2009 年資助數學的強度是 2 億 2 千

萬美元。

這位 Simons 是何許人也? 網上說: 詹姆斯 · 西蒙斯 (James Simons) 是世界上最偉大

的對沖基金經理之一。 事實上, 他是一位很有成就的數學家。 他和陳省身發現了著名的“Chern-

Simons 不變量”。

2011 年是陳省身的百年壽辰。 華羅庚、 許寶騄和陳省身堪稱為我們的民族英雄。 他們幾乎從平

地而起, 經歷了戰爭等我們無法想像的艱難困苦, 逐步奮鬥成為頂天立地的第一批華裔數學家。

陳省身 James Simons

30 年來, 諸多數學世紀難題的破解為我們樹立了不朽的豐碑; 研究領域的不斷拓展形成了ã 6 �k)� J. Simons k)
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3�ê� (µi : i ∈ E) ¦�

µiaij = µjaji, i, j ∈ E. (1)

��¡¿�X: �, (aij)���é¡, ��þ���¡� (µi) ��, Ý


 (µiaij) ÒC¤é¡�
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5. 3¿d (1) á�, �¦ A ��¡, §7L÷v"Ó5:

aij = 0⇐⇒ aji = 0, i, j ∈ E. (2)

y3?\Ø%¯K: XÛ�½��¡5? XÛ�Ñ µ?

Ã�k?n��éÄ:�AÏ�/: �é�����K. �,, d�

å�^�´Ù���. X aikik+1
>0, KP ik → ik+1. ?�Ú, ·��½Â

l i0 � in ��^´:

i0 → i1 → · · · → in. (3)

kw1�Ú i0 → i1, ò��¡^� µi0ai0i1 = µi1ai1i0 U��

µi0
ai0i1
ai1i0

= µi1 (d"Ó5 (2)).

·�rdª@ýÖ�H, l µi0 Ñu, Ï��cr
�Ú i0 → i1, ¤±�

¦±©ê ai0i1/ai1i0 , ,��� µi1 . �Xr1�Ú i1 → i2, ùI�3þª

ü>Ó¦±©ê ai1i2/ai2i1 , �Ñ

µi0
ai0i1
ai1i0

· ai1i2
ai2i1

= µi1
ai1i2
ai2i1

= µi2 .

ùp�1���Ò
ufyL�üÚ­. y3, 4·�#K¥m��, �

Ñ

µi0
ai0i1
ai1i0

· ai1i2
ai2i1

= µi2 .

ù´VÚ­: l µi0 Ñu, Ï��cr
üÚ i0 → i1 → i2, ¤±�¦±ü

�©ê ai0i1/ai1i0 Ú ai1i2/ai2i1 ,���� µi2 . XdUY,� (3) ¥�´r

�., �Ñ

µi0
ai0i1
ai1i0

ai1i2
ai2i1

· · · ain−1in

ainin−1

= µin .

�d/,
ai0i1
ai1i0

ai1i2
ai2i1

· · · ain−1in

ainin−1

=
µin
µi0

. (4)

�,==nÚØy§·�®²�Ñé­�(J.

1) Äk§· in = i0, K (3) ¥�´Ò¤��^4´, =¤
���.

·�d (4) á=�ÑXe�

Kolmogorov �/½n ���é�����K�Ý
 A = (aij) ��

¡��=�´eã�/^�¤á: éu/X (3) �z�^4´, in = i0,

9



(4)ª¤á. =÷d´�c?���Ã��ë¤È�u÷����Ã��

ë¦È:

ai0i1ai1i2 · · · ain−1in = ainin−1ain−1in−2 · · · ai1i0 , in = i0.

ù´ A.N. Kolmogorov �@ (1936) Òk�G�lÑ�m�=£VÇÝ


y²�. éu����é�����K�Ý
, ´ 1979 c)ö�ÿ�Í

P�y²�. �c, ·�éu�¼�ó��Ã¤�. �{`, Ã�öÃ�,

¤±���õ(J.

2w�g (4) ª, X�½å: i0 Úª: in, dªL²'� µin/µi0 �

Tª��¤ÀJ�´Ã'(¦+´��Ý�UØÓ,�Nª:�IÒ´,

�� im). �ó�,·��Ñ�/^��,�«�d!��rkå�£ã,

=

2) ´»Ã'5.

��d5����A^, ·���ÿÝ (µk) ��{. �½ë�: i0,

¿· µi0 = 1. @o, éu?À�l i0 � in �´, d (4) ª��Ñ µin . �

´Ï�d5�, g,�À�á´½��BuO��´. �,, 3���¹

e, �UI�©¬?n.

c[��, �k���¯K, XÃ¡ã, 4�~kÃ¡õ, ����

y,�,Øy¢. “´»Ã'5”4·��å�;��Å|Ø.@p�ù�

5�k��d£ã: ÷?Û4´¤��õ�u". ù�,·���±ò�

/^�Uã�fâ�äó. ù�I3 (4)ü>�éê,��½Â�|÷@

^´¤��õ;m�)º�3üà:�³�. Q,k“÷4´�õ�"�

hg”, ùÒéu·�Xe�K: u���4´.

3) ��¡5�du÷z���4´¤��õ�u". ½�^“��

�/^�”�Oþã�“�/^�”. ±�òw�, ù$�Ú�·��?n

Ø�êÃ¡��.���¡5.

cücù�{�,~k�O��P�¯,Ø�“�é�����K”^

�, \��{U1í? ·zgÑ�u?, `XJ�Kù�^�, ·ÒÃÃ

�c
. Ï�ù´�VÇ�<¤¦^�g,^�. ·%pýú%rØÑ

�. ����mÞ¤ã�O�]Ô,·â@ýg�ù�¯K.$í3u,)

ö 2017c3ù��á��(®�nÑcã�ü� 90�Æ�6Æ©Ù),®

é�ff0���~{ü�nÚ?n. ·k��¢Ý
,wwI��o^

�. �,, “"Ó5”�3. ½Â“ ´”�, �r^�“aij > 0”�¤“aij 6= 0”±

«“i→ j”. d�,Ø{“aij/aji”k¿Â,�w,I�¦ù�'�´��,±

10



�yU
�Ñ�ÿÝ µ. ,�“�/^�”��OìÎ. ¤±l�k�“�

K”òÿ�“ ¢ê”�/, ^Ø�A©¨Ò�¤
.

k
ù�¤õ��, g,ÒkÿþÁÁEÝ
. P¢`, ù�´·1

�gïÄEÝ
. Äk, ¢é¡Ý
 E�r, ¿�Eé¡Ý
. ~Xe

¡�Ý
 (
0 i

i 0

)
,

(
0 i

−i 0

)
,

�>�Eé¡Ý
, ÙA��� ± i, �¢. 
m���� (Hermitian)
,

A��� ±1, �¢�. ¤±¢��¡ (symmetrizable) �E�í2A´

��� (Hermitizable): �3�� (µi), ¦�

µiaij = µj āji, i, j ∈ E, (5)

d? ā � a ��Ý. l¢�E, �,k�O. éu¢� (1) ª, é���

��¿, �éE� (5) ª, é���� aii 7L�¢. ���^� (5) �

duE L2(µ)þ�g�Ý5,¤±ÙÌg,�¢. e¡´¦^Ý
Ø�Ñ

���y², äkÕád�.

Diag(µ)A = AHDiag(µ) AH:=(Ā)∗

⇔Diag(µ)ADiag(µ)−1 = AH

⇔Diag(µ)1/2ADiag(µ)−1/2 = Diag(µ)−1/2AHDiag(µ)1/2. (6)

ùp� Diag(µ)L«±ê� µ�é�����é�Ý
. 1�ª´ (5)�

U�. òÙm��é�
£���, �Ñ1�ª. §L² AH � A ��

qC�, g,�Ì. Ï�Ý
�=��g��Ì, dª�L² Ā � A �

Ì, � A �Ì�¢. X2r�Ú, �Ñ"1. ùL²"1�����Ý


, ¡�� A ���z. §�� A ��qC�, 2g�Ñ A k¢Ì. ·

�5¿,éu¢Ý
�/,d1�1��Ñ A� A∗ �Ì,��Ø� Ak

¢Ì. d� (6) ª1n1Ò´7L�. Ù��¡� A �é¡z. ·�3

¿: ùpy²�z�ÚÑ´�_�,Ïd,Ý
 A�±��z(�A/,�

±é¡z)��=� A ´���
(�A/, ��¡
).

d (6) ª�±wÑ, 'u��
�nØÚ�{���£�����


. ÈTKó, d(Ø�·^u¢��¡�/.

y3, 'u����O�, éuã(�(´), ^�‘aij 6= 0”ØC, Ì�

CÄ´Ïf
aij
aji

O��
aij
āji

.

11



~X (4) ª, y3¤�

ai0i1
āi1i0

ai1i2
āi2i1

· · · ain−1in

āinin−1

=
µin
µi0

. (7)

����O

·�y3��ã1���O.

½n 1. EÝ
 A = (aij) �����=�eãü^�Ó�¤á.

(1) éz�é i, j, ½ö aij � aji Ó�� 0, ½öaijaji > 0 (⇔ aij/āji > 0).

(2) éuz�^Ã ����4´, �/^�¤á.

gd±�, ·�òõg^�né�Ý
. ·

E = {k ∈ Z+ : 0 6 k < N + 1}.

½Â

T

Q
=




−c0 b0 0
a1 −c1 b1

a2 −c2 b2
. . .

. . . bN−1

0 aN −cN




,

ùpkü«�/: � (ak), (bk), (ck)þ�Eê�,D��né�
,P� T .

�{�� T ∼ (ak,−ck, bk). AO/,X ak > 0, bk > 0, ck = ak+bk (k < N)

9 cN > aN , @o§Ò´VÇØ¥~^�)« Q Ý
, ¤±��¤ Q ∼
(ak,−ck, bk).

né��/�z�^4´7½ �, l
ÃI´n 1 ¥�^� (2),

����O�{ü.

½n 2. né�
 T �����=�eãü^�Ó�¤á.

(1) é���� (ck) �¢ê.

(2) ½ö ai+1 � bi Ó�� 0, ½ö ai+1bi > 0 (⇔bi/āi+1>0).

3%� ai+1 � bi Ó�� 0 �, Ý
�©¬?n. gd±�, ·�Ñ

�ù«�/ØJ. ,�, Ï�=k�^Ï´, �á=�Ñ�¡ÿÝ:

µ0 = 1, µk = µk−1
bk−1
āk

, k > 1. (8)
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2018c��c���ùp��ÿ,a���Ñ^º^Y.�k
dM,

��o 40 cc@o�, vk���?nE��/. �5�L5��, X

J�Ð���EÝ
,`Ø½3VÇ.¬�ëk,kÛ^? l Kolmogorov

1936 m©��¯, 80 õcL�, �k<lmL“�é�����K”�b

�^�. 
�ù
¤J, Ð��l�rÑVÇ.. \�¯��5�ê�!

��¼�!�O��!�Ôn�, A�vk���o<
)·��¤J.

�Ø´Ï�O��õgEÂ, �<����Ø���ù�K8.

3�\e��ØK�c,4·�£��:{¤,±
)�cù�ïÄ

�d�. ã 10-1 ´·� 7  u 1979 cÑ����ïÄ;Í. Ù¥�“�

_”Ò´·�d�¤ù�“��¡”\þ“�¡ÿÝ�Ú”(=
∑

k µk <∞)^

�. Ö¥1 6 Ù(k 47 �)Ò´·�ûP���“ ê��ÅL§�|Ø”.

dÙ�© 13 !, ïÄ
�«�/���[��O. �)
lÑ�m�ê

¼óÚëY�m� Q L§�ÃõSN(�ã 10-2).

可逆马尔可夫过程
KENI MAERKEFU GUOCHENG 

作者（按姓氏笔划为序）

陈木法汪培庄侯振挺郭青峰

钱敏钱敏平龚光鲁

ã 10-1 ïÄ;Í5ê��ÅL§6
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ã 10-2 þÖ�18Ù ê��ÅL§�|Ø

1980 cc�, ·�, 3î¬èP�+�e����VÇØ+N, A^

þã|Ø�óä, ?�ÚïÄ
± {−1, 1}Zd
½± ZZd

+ �G��m(Ã¡

�, Ø�ê)�²ï�½�²ï�ÚOÔn�., ���1�_5�4{

ü!�B��O(¡�“ o>/^�”½“n�/^�”�). ù
¤JÃ¦

´“ ���VÇØ+N”rþIS�1�Ú(ëg [1; 1 7!11 Ù91 14.5

!]). ·�¤?n��.$�#NÿÝ µ ���(=�3�C).

§4 �ÌÝ


�ÌC� ·�y3?\���ïÄ���Zì5�ãµ�Ì¯K. ¯

�m©uO��� 4 �)«Ý
, þ¡®ùL, XJé¡��Ó�CÒ,

�A� µ ØÄ. ·��wwÌ¬u)Û«Cz. (J´“ØC”. =Bõ�

éfÓ�CÒ�Xd. Ï�·��&�«óÆ: XJ�B8Ñ5�~f

�ý,@o7½�3�^½n,@ù´�:^�.eã(J�¡�“�UL

"”.

½n 3. éu�½����né�
 T ∼ (ak,−ck, bk), X ck > |ak| + |bk|
(���/, �± ck+m�O ck). K�3��wª)«
 Q̃ ∼

(
ãk,−c̃k, b̃k

)

¦� T � Q̃ �Ì.
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��/ù,¤�E� Q̃ ∼
(
ãk,−c̃k, b̃k

)
÷v c̃N > ãN . �{üO,ùp

b½ c̃N > ãN . ��Ñ Q̃, {P uk = akbk−1> 0, ¿· c̃k = ck. þ�wª.

K¤¦�
(
b̃k, ãk

)
Xe.

b̃k=ck−
uk

ck−1−
uk−1

ck−2−
uk−2

. . . c2−
u2

c1−
u1

c0

ãk=ck−b̃k, k<N ; ãN =uN
/
b̃N−1 X N <∞.

ù�ë©ª����á:: b̃k=ck−uk
/
b̃k−1, k > 1, b̃0 = c0. �,, �I�

�yüS�
(
b̃k, ãk

)
��5, ¿�w,.

3e5I�`²�Ì�Û¿? éuk�Ý
, =´k�Ó�A��.

�äN
, ·�k�qC�

Q̃ = Diag(h)−1T Diag(h),

¤± T � Q̃�Ì.¯K´: Û� h? �Y:§�Øõ´ T �NÚ¼ê,=

3 [0, N) þ(mà:Ø	), Th = 0. Ï� T ´né�
, dNÚ�§´�

��©�§. XÓCXê���~�©�§ÃÏ)��, �©�§�Ã

Ï), ���"�´,«�±�Ñ5�A). �d, ·�²{
 4 c. ½

N´l<�Ï, ¾,�e
��):

h0=1, hn=hn−1
b̃n−1
bn−1

, 16n6N.

Ï� {b̃n} ´wª, ¤± {hn} �´, �´eÐm�Ñ5, ���±âu(

aß�Ñ5�.

êÆ�{: h C�(�!ÜR, 2014)

~ ·�r Schrödinger �f L = ∆+V ¥� ³�m¤FÝ�, =r L

�¤ L̃=∆+b̃h∇, ùp, FÝ��Xê b̃h ´d h éÑ5�¼ê§
 h ´

NÚ¼ê: Lh= 0. @o, L2(dx) ��f L �Ìu L2(µ̃) := L2(|h|2dx) �

�f L̃.
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eò h À�¦{�f, oÑ/ù, �þã�Ý
�/²1, ��ò L̃

L¤

L̃ = h−1Lh,

ù´)ö�ÜRu 2014cé�� hC��{. �´d{,3þãÝ
�

/, ·�âU#Né����?¿, âU?n����né��Ý
, �

âk]í�O�. Ï�né��Ý
´O��Ø%. |^d{, ®�Ñ�

��/ÌlÑ�O.

ïÄ Schrödinger�f�DÚ�{´¦^ Feynman-Kac�+: éu�

½�¢�fL = ∆+V , ¤ã�+ {Tt}t>0 ½Â�

Ttf(x)=Ex
{
f(wt) exp

[ ∫ t

0
V (ws)ds

]}
.

���dd�Ñ��N���Ì(J.

Ï~, Nõ<yØþné�Ý
. �·�c¡`L, 3O�+�, d

DØ%��. ·�y3�üØ“né�”^�. �{Bå�, ��ãØ��

�/.

Ø�����
�Ìu)«
 y²©nÚ:

���
⇐⇒Diag(µ)1/2ADiag(µ)−1/2 ���


��

jC�
−−−−→ né�!¢é¡


��né�
 −→ )«
.

ùp�1�ÚÚ1nÚc¡ÑCùL, =k1�Ú´#�, ¡� House-

holder C�. ù´ék¶��«�{. 3 2000 c�, kü,�µÀ 20 ­

V� 10� Top�{,��m�S,1��´ Monte Carlo�{,1��´

'u�55y�üX/{. 'uÝ
A�(�)¯K�Àþ��{kn�,

Ù�=´ Householder (1951) �“decompositional approach to matrix com-

putations”, Ù�L=´f!��±¦�¶i·¶�C�. Ý
A�¯K

©u C.G.J. Jacobi (1846),®k 173c�{¤,A�`,?Û?ÚÑ´Ø´

�. î�/ù§1�Ú¤���né�
�U´©¬�§�d?Ñ�ù

�[!.

þfåÆ �8c��, þfåÆ�únb�Ñ´r��Ý
��Ä�

Ôné�. C
cm©¹¢*Ð�é�, ïÄ����þfåÆ. �ùq

�2, ¤±�JÑ
�
��, ~X¤¢ PT é¡, ù%º�m�üé
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¡5. 3ÚOÔn¥, ù«é¡5T´²ï�ÚOÔn��²ï�ÚO

Ôn�©.. éAuêÆ, =´g�Ý��g�Ý(Ý
)½�f. Ï�þ

fåÆkü�A�,�´ÅÄ5(¤±�¦^EÝ
),�´Ì7I´¢�,

¤±��Ý
¤�ÄÀ. ·��ïÄ`², ���Ý
�Ün(L�êÆ

.!�Ø^`ÔnÆ.,l�kL“���”�Vg). ùpkA�nd. �

´���
PkþfåÆ�ü^Ä��¦; �´§TÐ�g�Ý��g

�Ý�©.; n´�éu��
, @Äuþ!0�(¦^ Lebesgue ÿÝ),

���·^u�þ!0�;o´¦^·���Ì½n,z����
�Ì

Ñ�^)«
�Ì5O�, cö´E�f, äkÅÄ5(kþ2´Ä�f

�¯),�ö��´¢�. Ê´'uþfåÆ�O�,kO�Ôn!þfz

Æ�,Í¶� MatLab^��@Ò´�§mu�,��Ø´. w,,��¦

^·���Ì½n, O�7k�{z. ¯¢þ, ¦^ MatLab �^���

®!��þ(Oy2\[).

'u“þ!0�”�“�þ!0�”,§��mkã��O.~X)«Ý


, 3VÇØ¥éAu)«L§. §�ÙK$Ä�å, �¤
�ÅL§�

Ä�. X�uþ!0�, 3Ï~ïÄ�Ã¡G��m(=Ã¡Ý
), §é

A��.7½«ý. ÏdT�.Òvkõ�^?. )«L§�¤±�~

k^, �´Ï�§�±�¹, k²­©Ù, Ïd7½?u�þ!0�. �

o(y8)«L§ïÄ¤J, ·�& 1000 ���Ö�7
. Ï��<ù

�f�����Ø©, ;Ø)«L§, uLÑ5k 137 �.

'uù�ïÄ¤J�þfåÆ�éX, 3)öÌ�þ�é�;��

Àª“A Mathematical View on Quantum Mechanics”, d?Ø2�ã. üc

c�� Kolmogorov ©8��, â¼G·��
A�c!d¦m©��_

ê��ÅL§�ïÄ, �5
u¦� Schrödinger ��6, �þfåÆk

'. 3�¤© [6] ��, q�� G. Ludyk 'uÝ
åÆ�#Í (� [6] ¥

©z), âm©Æ�:þfåÆ.

§5 ��A�éf�O�: né�Ý


�©mÞ]Ô¯K�)� 3m©ù�Ü©�ÌK�c, ·�k£�m

©¤JÑ�5gO��]Ô¯K.ùp,'�´Ï~¦^�ê�8�z3

Eê�/Ø
[�, Ï�� 1 �E~êÏf(=^=)Øå�^: ‖eiθx‖ ≡
‖x‖. ·�¦^��B�8�z: ṽ = v/v(0). òz��þØ±§�1��

©þ. ù�, z��þ�1��©þ(å:)Ñ�½3 1 ?(8�z), 
Ù
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§©þ�Ì��¤�d©þ�Ì���1�©þ�Ì���. ù�, ·

��
�gÈÅ.

lã 11 ¥�±wÑ, Ã�þ ṽ10, ṽ11, ṽ12 Ú g̃ A�­U3�å, �

Õ ṽ9 �N l�:. ù`²S� ṽk (¢Âñu g̃max. ù
�þC�Ñ

´��C�. �©k�.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

ã 11 ÈÅ��Ã�þ {ṽk}12k=9 � g̃max

né�
�A~ ù�ÌA�éf�O�, ·��´lné�
m©.

· E = {k ∈ Z+ : 0 6 k < N + 1}. �

Q =




−3 2 0
1 −3 2

1 −3 2
. . .

. . .
. . .

0 1 −3




,

3?ØO��,~b½ N <∞. d�Ï�´~Xê,��A�éf (λ0, g0)

�wª)Ñ5.

λ0+3=2
√

2 cos
2π

N + 2
, g0(j)=2−(j+1)/2 sin

(j + 1)π

N + 2
, j∈E.

í£_S��{ ©üÚ.

1) À���A�éf (g0, λ0(−Q)) ���Cq (v0, z0) ��Ð�. d

?r�þ g0 ü3c´Ï�ù��{��þ´A��þS�,
A��%

CD´ÙB�¬.
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2) 31 k Ú, b½®k (vk−1, zk−1), � wk ��§

(
−Q− zk−1I

)
wk = vk−1

�). · vk = wk/‖wk‖9 zk = δk
−1. K� k→∞�, (vk, zk)→

(
g0, λ0(−Q)

)
.

ùp¤^�� δk ´·�@c�¤� (2010), 
1�ÚÐ��À�3

·��©Ù [3]¥C�Ñ.Ø�,k(²,��ob½üöÑ´C��. 3

�¡�A^¥, ~r vk, zk, wk ¥�eIU��þI, ~X v(k), �7Ø

¬u)· .

3% Q �1�1�1Ú�", ¦^þã� h C�(�Ì)òØ"1�

	��1C�", �Ñ

Q̃ =




−3
22 − 1

2− 1
0

22 − 2

22 − 1
−3

23 − 1

22 − 1
23 − 2

23 − 1
−3

24 − 1

23 − 1
. . .

. . .
. . .

0 2N+1 − 2

2N+1 − 1
−3




,

£Á

λ0 + 3 = 2
√

2 cos
2π

N + 2
≈ 2.82843,

=� N > 2562 ����d 6  °Ý.

Ï� Q̃ ´ Q � h C�, ·��r Q �A�éf�O�z8(� Q̃

�A�éf�O�. ±e���ö.

ù�{ü~f´)7Jø�, åã`²: =B´Xd{ü��é¡,

�¬�O��5é�(6. ¦^·���{, éu Q̃ �Ð�Xã 12–14.

ù´¦^ Mathematica ¤��ã. 3�ã�, ^��gé°Ý, ¤±

ùp�w«���~p� 10−306. 3�ê�O��,Ï~ 10−25 �Ò8"


. ^ Mathematica � ‘Eigensystem’ O�d~���A�éf�, �U

�� N 6 81. ¯KÒ3u�é¡�5�æ�. ,��¡, e�ò Q̃ é¡
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800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

5.×10-119

1.×10-118

1.5×10-118

2.×10-118

2.5×10-118

3«m [500, 2000] þÐ��ã�

ã 12 Ð�3«m [500, 2000] þ��Lá

2 4 6 8 10 12

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

2020 2030 2040 2050

5.×10-305

1.×10-304

1.5×10-304

2.×10-304

ã 13 3 [0, 12]þl 0.7eü�

C�"

ã 14 3 [2010, 2050]þl 10−304eü

� 10−306

z, ¦^ (8) ª9c¡�é¡z(=¢�/���z), éN´�Ñ5:

Qsym=




−3
√

2 0
√

2 −3
√

2
√

2 −3
√

2
. . .

. . .
. . .

0 √
2 −3




,

édé¡z
�Ý
, “Ø"1
	,Ù§�1�1Úþ�"”�^�Ø2

¤á, Ï
·��Éõ�¢, =¤�O�Ð�±9¤^�� δk ÑØ·^


. �N, k<¬ïÆ2^�g h C�, ØÒ¬��ÎÜ^��#Ý



,�Jù�´£��k�!�é¡� Q̃
�“#Ý
”. ¤±·�¯¢þ

�\Ã)�kÌ�, ?urÝÃ´�ý¸. k�ÿ, <�%:
��, �

�UâuÛg©�, ý/½).

4·�kww#�{�Ð� w(0).
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ã 15 3«m [500, 2000] þ w(0) �ã�
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2552 2554 2556 2558 2560 2562

0.85
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1.00

ã 16 3«m [0, 12] þ� w(0) ã 17 3«m [2550, 2562] þ� w(0)

lã 15wÑ,#�Ð��þC��~ê 1. (Üã 16!17,��ù�Ð�

þ��Ì�u
√

2. ýØ��TXÛ���{��Ì 10306 �'�.

e¡´¦^#�{, 3ÊÏ�)P�>Mþ�O�(J.

N + 1 z(0) z(1) z(2) z(3)

102 0.171573 0.172686 0.172934 0.172941

5× 102 0.171573 0.171628 0.171618

103 0.171573 0.171584 0.171587

5× 103 0.171573 0.171573 (1.597s)

104 0.171573 0.171573 (6.578s)

1.5× 104 .171573 0.171573 (29.16s)

L¥� #s ´�{gÄP¹�^�: # ¦. �N 1 � 5 Z��, Ï�S�

��,¬k���ý. ·�w�: éu 1��Ý
,=¦^
 6.578¦,A

�`´-<¯¯/ �
.

y3�±£Þ5ùù#�{. ¯¢þ, ù�´ 2018 c�Ì�?Ð�

�. ��nã�w[7].
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3ã 18¥,¥m�ç�´© [3]JÑ��{,ã¥k 5?IP
 2018,

´�c¤�Ñ�U?. Ù¥�þ�òE���
(ØØ´Äné�8(�

)«
). ¯K�Ø%Ü©´¥m�S��§ù�µ. ·�¤���æw

´

• 3�§¥, e^ Q̃ �S�¿^§���A��O ζ−1k (ã 18 m�¥

Ü)��í£ z(k−1), ù´Ï~�í£�_S�. ùéu�Ý
�1!

�é�Ý
��.

• 3�§¥,e^ Qsys �S�(ùéO�
ó�~Ð),�Ã{��^§

�O��A��(��í£þ).

Xc¤ã§üö�e§·�3d?�\k�Ó. 3�©ÃG��¹e, �

Ð�ET�ùü^&E. e¡´��{z�.

Ý
a. S��{ ^u z(k−1) ��O

�é¡ Q̃ � Ð

é¡ Q sym Ð Ã���^�O

né�
 Q

2016 hC� (2014)

��
���


T, A
2014

2018 // Q̃.Ð� (v(0), z(0))

2016 ��

Ä��O

(2010)

2016oo

Q̃ Ú Qsym

�ÍÜ(1991)

2018 //
S��§

(
−Q sym−z(k−1)I

)
×

w(k)=v(k−1)

2016

��

z(k)= ζ−1k

(2010)

2018

dd

2018
zz

L.H. Thomas

�{ (1949)

2018

99

í£ z(k) =

v(k)∗(−Q̃)v(k)

"��{
OO

z(k)= δ−1k

(2010)

2017oo

ã 18 né�
��A�éf�{uÐ�´�ã

lù�{L¥,·�w����¹´Ò´¦^ Q sym �S�O�!
Ó�

¦^ Q̃ 5O�^u z(k−1) ��O. ùTÐ·^u·��c��¹: Ï�
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Q sym � Q̃ �é¡z, D�qC�, l
�Ì. �ó�, ·�4 Q̃ � Q sym

¤ä(=ÍÜ),ldk
�Ó�<)�´,z�ÚÑ�år. ùÒã 18¥

m�“S��§”9Ù�>�“ÍÜ”�¹Â.�?�Ú,=¦®��Ý
´

é¡�(X Q sym), ��Ø÷vþã�“1Ú�"”^�, ÒA�¦^ h C

�,�EÑXÓ Q̃�9ÏÝ
,,�¦^·��#�{. �&ùp�ÍÜ

�{, éO�
ó´#�.

§6 ��A�éf�O�: �é�����K�Ý


·�Ï"òþ!��{¦�U/ÿ2��é�����K�Ý
,

±ÏU?© [5] �Ï^�{. �!á��g [8].

eãÝ
¡�ük Q Ý
, Ï�é��±e=k“ük”�egé�

��". Q=(qij)
N
i,j=1:

Q=




− 7

32
2

33
2

34
· · · 2

3N
1

3N

2

3
− 7

32
2

33
· · · 2

3N−1
1

3N−1

2

3
− 7

32
· · · 2

3N−2
1

3N−2

. . .
. . .

. . .
...

0 2

3
− 7

32
1

32

2

3
−2

3




w,, §Ø÷v"Ó5, l
Ø��¡. Äud, ·�ò��±

A=(akj):= (−Q)−1.

©"Ún 5 ò`², ù�_Ý
´��. ¯¢þ, Ü{�®²rù�_Ý


��Ñ5
:

A = (akj)N×N , akj =
2k∧j− 1

2j
+ 1{j6k}.

�,d� A �Ø��¡(�Óu Q ���¡5), ��y
"Ó5÷v,

c?
�Ú. ¦^ Mathematica (v. 11.3), ��=� N 6 39 �, ��ÑÙ

��A��þ. XÑ� 1{j6k},K��=� N611�, Mathematica�^.

MatLab ·^5��
: N645.

d�.ék�.
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~ 4. � A = (akj)N×N . ©ü«�¹.

• ��¡�/.

akj =
2k∧j− 1

2j
. �¡ÿÝ : µk =

1

2k
.

• Ø��¡�/.

akj =
2k∧j− 1

2j
+ 1{j6k}, [�¡ÿÝÀ� : µk =

1

2k × 102k/39
.

1�«�/´ó,-þ�, §¤
��.(=1�«�/)�{z�

.. N´wÑ§'u (µk = 2−k) ��¡, l


Â := Diag(µ1/2)ADiag(µ−1/2). (9)

Ò¤�é¡Ý
. éu��.� A, ù�(ØÒØé
, Ï�§��Ø�

�¡. d�, ·�U¡ Â � A ('u� µ �)[é¡z. �,, ù�[é

¡z'�o÷,·�2é (µk = 2−k)�
`z?n,B�Ñþ~¥�[�

¡ÿÝ µk = 2−k × 10−2k/39. æ^ù�[�¡ÿÝ, ¦^ Mathematica, �

�� 1700�Ý
,��umÞ¤`!¦^"��{¤U��� 39�. Ñ

Ñ(JXeL

N 523 800 1000 1500 1700

z(1)
8.96625

8.99793

8.97632

8.99911

8.98126

8.99943

8.98993

8.99975

8.99111

8.9998

z(2)
8.99734

8.99746

8.99885

8.99891

8.99926

8.9993

8.99967

8.99969

8.99974

8.99976

z(3)
8.99744

8.99744

8.9989

8.9989

8.9993

8.9993

8.99969

8.99969

8.99976

8.99976

L¥� z(k) L«1 k ÚS�ÑÑ���A���O�e/þ..

éu�Ý
, ·��ÑÑA��!
�A��þ�Cq). Ù¢,

x�ã�´ØJ�. éuþ~¥���¡�/, §D´)«Ý
�_:

(−Q)−1 = A, d? Q ∼ (2,−3, 1), cN = 2. Ïd, �¦^þ!��{5

O� A �A�éf. �ùp·���O� A �é¡z���A��þ

�Cq) (N = 2043); aq/, ·�O�Ø��¡�/ A �[é¡z�

��A��þ�Cq) (N = 1700), ü�O�(JXã 19 Ú 20 ¤«.
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ã 19 (−Q)−1=
[
2k∧j−1

2j

]N
k,j=1

ã 20 (−Q)−1=
[
2k∧j−1

2j
+1{j6k}

]N
k,j=1

{�Ju�&,ü�ÑÑA���. ù¿©`²: ·��[é¡EâØ�

�1§
�p�.

�Jø�õ�~,·�I�;�þ~¥�£Ï[�¡ÿÝ,ùÒ´·

��0���«��¡5��y�{.

��¡5�O��y b½ aij > 0, i 6= j.

• ¦ØC/NÚÿÝ µ. k½Â�� Q Ý
:

Q = A−Diag(A1)⇒ Q1=0,

d? 1 ���ð� 1 ���þ
 Diag(u) ´±�þ u �é����

�é�Ý
, ,�d�§

µQ = 0, µ0 = 1

)Ñ¤¦�ÿÝ µ. ·�5¿, e A Ø��, Kd)��.

• [é¡z (^“[”i, Ï�d�ÿØ� A ´Ä��¡):

Â := Diag(µ1/2)ADiag(µ−1/2).

• ��¡5�O. A 'u µ ��¡��=� Â é¡: Â∗ = Â.

�ÅÿÁ e¡´Æ¬)o�W�¤��ÅÿÁ.

¦^ÊÏ)P�>MÚ MatLab, l (0, 10) �ÅÄÀÝ
 A ���

aij . ��
ügÿÁ.

• N = 5000. ^
 7 ���, �
 2,326 �~f, ²þ^� 11 ¦/�. þ

�ÚS��¤. �Ñ�.
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• N = 1000. ^
 2 ��, �
 36,448 �~f, ²þ^� 0.2 ¦/�. þ

�ÚS��¤. �Ñ�.

�d, ·�®`²
U?��Ï^�{ [8] �k�5. {e�I2y

²

A = (−Q)−1 ��5 ùÄuê��Åó�Xe(J.

Ún5. �½�ê8 Eþ�QÝ
 (Q1 6 0),§�Ñ�+ {Pt}t>0. KG :=
∫∞
0 P (t)dt ∈ [0,∞] (Å:,��±Ã¡). XJ Q�´Ø���!{Pt}t>0 ÷
vü��¼�§¿�~�, K (−Q)−1 = G �k��Ý
[é®u©Ñk

?U].

y² ¦^fý)�f R(λ) �Ù�+�m�'Xªµ

R(λ) = (λI −Q)−1 =

∫ ∞

0
e−λtPtdt.

udª¥· λ ↓ 0 �Ñ G �5�. �y (−Q)−1 = G, ¦^ü�¼�§9

�~�5: limλ↓0R(λ) = 0. �

a× XÓmÞ¤`, �´Dp
æ6LL5, Ä¾kikr�´? �

Xù��¦¯, ·�ES5uÛ��ÊÍ�À86�1�Ü©�"©:“Æ

SÚïÄêÆ��
N¬”(é¥I�E�ÆïÄ)�ù{)(“êÆÏ�”

1979 c 1 Ï). e¡Á¹Aãuk)�w{.

• ïÄ�ô�?�§����Ñ5. ô?�I�nØ§ý��\�¤t

;K�Ø%I�nØ§ù´<¤���. �´���Ñ5§¿Ø'}

?�N´. ­.þkØ�êÆ[ô´ô?�
§�´?
k�ÓÒ

ÑØ5
§ù«�¹  ¦ÙÛ�3���¯Kp§
��
��

�m. ù«ïÄ�N�±g�§
é�Æ�uÐÚ�¬ÌÂ�ï�

´Ø¬k�^�.

• �O��Æ¯[§�w2ÝÚ�Ý. ü´�§�¤�Ø��;[§�

é���Æ�uÐØv�. ü´2, �Ð	1, Jk¢�5¤Ò.

• êÆ��©|�m§êÆ�Ù§Æ��m¢SþvkØ�}��õ
�.

·®²ØP�l= kó@pf�“�Æ¯I�k�¬ºÝ”, “ØU�B

�sÓO<�/�”. ·��{´µØ�k#g�, U
��É, Ò��¶

@´�a
�ÓB¨. ÄKØ�.���ù�:,7L�kg®��â/.
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�´�uk)¤`,��Y@�“û”Ñ�!
Ø´aL�. l��ìÞa

�,��ìÞ, XJaØL�, �UÒOk�ì�p.

�cÆSuk)�ù{�,éùÜ©���U3eõ�PÁ.dg­

Ö, õ�U
N¬c�±��²{¤3e��©�B�²�. ùp¤ù

�´�<²{
A�c���:%�N¬, é¦<�7k^. AO´é

uÐ\�ö,Ä��´��
¢/!ÚÚ�\/ïág®��â/,ÄK

/ÄØ­,  ��uÐé�UÒï3â�þ, ²ØåºL.

a��� 3L��A�cp, z�Ñy#Û�{, ·Ò¬ú�´“�Y

²”�u�, ´kl<�Ï. ¤±, ·Q�L“a�P�”(�)°S!	)�

©Ù,��8�vkÅ¬x­/a��e���P��.¤±�NN·|

^ù�Å¬,ùAéa���.ùp,·��m^S�Ñ��� 12 P�

Úü �'�	I�Ç.

�&ä!

a¯²!÷1°!a¯!Martin L. Silverstein, 1979.

Masatoshi Fukushima, Conference in 2014.

�[»!ôL�!

���, 1990’s, ?Ø�,­:�8, 1997–98¥!�Ü��8, 2002.

Üö�!ñËÙ!

ñ�!©=!¶��......

�&äP�´®�o<���!Éÿ�ÍP���÷·~��1� . �

[��, ¦´Nk)�3f��. z P�Ñk�ã�¯. ùp, ·�ù

üã. 1979 ��U, a¯²�n P��X{Iu�î�Æ� Silverstein

�Ç����, 4·�¦�w·Úÿ�ÍP�'u�_ê��Åó�ï

Ä¤J. �U\�¬ë·, ��oØ´·���5�w. "xù, ·�

�´3ÖïÄ), A�Ø´·Sü�. �L5ù, ùn P���<�

Æ�º�´Ø´é��·�ÆS. -·�~¯Ü�´, �c·ÒÂ�F

� Fukushima 1��;Í�ý<¥. �c·��Ø��¦. ·ß�´

Silverstein �Çr·0��¦�. 3@���, ¦�ü<´ISþ)¼.

nØïÄ�+Þ<. A�c5, ·Â� Fukushima �Í�A�k 6 �.

2014 c,·k3A��F�ë\�å¦ 80 �Æ�IS¬Æ, ¿����

w(�ã 21). ¤±, éaP�¦��-�, ·´a-Ø¦�.

�ù�1�ã´����Ï.3 1990c�,�Vk 8c�m,¦��

ë\·��?Ø�. ¦�¬·�NõÀÜ, ~X­�zEâ, �>L§3
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Interpretation of Cross-disciplinary Research

Mu-Fa Chen

(School of Math. Sci., Beijing Normal Univ., 100875;

Key Lab. Math. & Complex Sys., Ministry Edu., BNU;

Research Inst. Math. Sci., Jiangsu Normal Univ., 221116)

Abstract: This paper is based on “Pao-Lu Hsu’s lecture” (2019/3/22) at

Peking University and the subsequent expansion of his reports. It begins with

some recollections benefited of the author from Professor Hsu, and ends with

thanking to a group of professors at Peking University for their support and

help over the past decades. The middle part is the theme of the talk. It

gives first an overview of personal cross research. Then, from a challenge of

computing, the author reports on the study looking for a larger class of com-

plex matrices which have real spectrum. This was done mainly in the last

year. It involves the fields of computation, probability, statistical mechanics

and quantum mechanics Next, the paper introduces the latest development of

algorithms, which is another illustration of the intersection between probabil-

ity theory and computational mathematics. As the end, it also outlines the

understanding of the cross study.

Keywords: Cross study; probability theory; statistical physics; quantum me-

chanics; Hermitizable matrix; maximal eigenpair; algorithm.
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