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Q = (qij) =

⎛
⎜⎜⎝

−b0 b0 0 0 . . .
a1 −(a1 + b1) b1 0 . . .
0 a2 −(a2 + b2) b2 . . .
...

. . . . . . . . .

⎞
⎟⎟⎠

�
 ak, bk > 0. ��������	 0, 1, 2, · · · . 
	����	�
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�
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	 1 ������ 1 ���	�

	
���� 0: Q1 = 0 = 0 · 1. ��	 Q

������ λ0 = 0. ��������� n+1 ���	 Qn, � −Qn � n+1
����� 0 = λ0 < λ1 � · · · � λn. ������� λ1, ���������
��������������������������� ��

2 ��.
	!��	����������"��#�$�����������%�

�����& �'��( Q =
(−b0 b0

a1 −a1

)
, −Q������� λ1 = a1 +b0.

��� � λ1 ) a1 � b0 �!!�!!�"���& ��(� 4 � � b0, b1

� a1, a2,

λ1 = 2−1
[
a1 + a2 + b0 + b1 −

√
(a1 − a2 + b0 − b1)2 + 4a1b1

]
.
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2, �	� λ1 �36127�43�-4�8�& ��(� 6 � ��
b0, b1, b2, a1, a2, a3. ������

λ1 =
D

3
− C

3 · 21/3
+

21/3
(
3B − D2

)
3C

,

�
 D,B,C ����569789.�

D = a1 + a2 + a3 + b0 + b1 + b2,

B = a3 b0 + a2 (a3 + b0) + a3 b1 + b0 b1 + b0 b2 + b1 b2 + a1 (a2 + a3 + b2) ,

C =
(

A +
√

4(3B −D2)3 + A2

)1/3

,

2

A = −2 a3
1 − 2 a3

2 − 2 a3
3 + 3 a2

3 b0 + 3 a3 b2
0 − 2 b3

0 + 3 a2
3 b1 − 12 a3 b0 b1 + 3 b2

0 b1

+ 3 a3 b2
1 + 3 b0 b2

1 − 2 b3
1 − 6 a2

3 b2 + 6 a3 b0 b2 + 3 b2
0 b2 + 6 a3 b1 b2 − 12 b0 b1 b2

+ 3 b2
1 b2 − 6 a3 b2

2 + 3 b0 b2
2 + 3 b1 b2

2 − 2 b3
2 + 3 a2

1 (a2 + a3 − 2 b0 − 2 b1 + b2)

+ 3 a2
2 [a3 + b0 − 2 (b1 + b2)]

+ 3 a2

[
a2
3 + b2

0 − 2 b2
1 − b1 b2 − 2 b2

2 − a3(4 b0 − 2 b1 + b2) + 2 b0(b1 + b2)
]

+ 3 a1

[
a2
2 + a2

3 − 2 b2
0 − b0 b1 − 2 b2

1 − a2(4 a3 − 2 b0 + b1 − 2 b2)

+ 2 b0 b2 + 2 b1 b2 + b2
2 + 2 a3(b0 + b1 + b2)

]
.

���, �	� λ1 �365:;6<7����	� 6�� 6�/��& �
:809=:; (
 λ0 = 0 �;��), :<8<=1=>9>�
��8<=2
?> λ1 3@? =?�
@������A�B����@CAA λ1. D4�����	�/ D(g) 5

E λ1 ����� g ��� (� g 	;F9). �5�����B=7 λ1 � D(g)
�GC�

bi (i � 0) ai (i � 1) λ1 D(g)
i + c (c > 0) 2i 1 1

i + 1 2i + 3 2 2
i + 1 2i +

(
4 +

√
2
)

3 3

5
�����5B�
6C7�λ1 = 1���� c > 0���78�����
g ���;F9D�����DE bi = i + 1 8F�EF�� ai � 2i FG 2i + 3
"FG 2i + 4 +

√
2 (� λ1 9�� 1 HG 2 "HG 3. HIG������9�

���HGI�"HG��;F9�:� ai J�H� 2i, 2i + 3 � 2i + 4 +
√

2
;�(�&IH<���:<8=J λ1 	J��
	�(���� g 7�;F

9���A ����4�K&I��>AA λ1 ��KLL���
����B�� M��?K����;�LM�M<@NO���NN�

A���PO� “O=P�P�Q�PP�”.
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4B=�R���>Q;����%SO�����DQ�H��E�F
=�T:;4��R�G�U:�
SH�KI>�?V�������J�T
���������TW�DQ	K�1�UR/���S���X6��2V
�YZW=X�GT�7�([�)U X��K6�7FDK�DQ�S>�
G�����AA���YVJ���DQ�L'CU�M\��M�Z[�N
B����A O1M	A ��PW��G���]M^� X���8��
�����������>_AA��	LA �
�X��/\Y;
�]Z6^�?SO������I>6���/\

Y;	_��RQ8����[��\�������& `a��( Q =(−b b
a −a

)
, a, b > 0. ���`b Pt = (pij(t)) = etQ :=

∑∞
n=0 tnQn/n!. �

Pt =
1

a + b

(
a + be−λ1t b

(
1 − e−λ1t

)
a
(
1 − e−λ1t

)
b + ae−λ1t

)
.

�<M
6ab d
dt

Pt = QPt ]c��^ P0 = I(�V�	) >=��� Pt >�

���6R�

SO: � t → ∞ (� pij(t) → πj . �
 π0 =
a

a + b
, π1 =

b

a + b
. �� t → ∞

(��	 Pt �����
c���J�K��M\����\�
P(SO: |pij(t) − πj | ∼ e−λ1t (�/2�9d�e_) /]
=QSORSSO: supi |pij(t) − πj | ∼ e−λ1t (�e_��2� i �T).
M�<`������	�ab]Z6aUI>V��M\��</WO λ1 �

�2�9]Z�d����2=�	����	�λ1 <=	
�4�K&I��
Æ]Z�d�f�2�9]Z�d��X`<X�cd�

4 YZ.
������1=��& �>Q����	& H[��d\ μ0 = 1, μi =

b0 · · · bi−1/(a1 · · · ai) (i � 1). �(Ned`bg��

∞∑
k=0

1
bkμk

k∑
i=0

μi = ∞ /] μ =
∞∑

i=0

μi < ∞. (4.1)

� πi = μi/μ, L2(π) =
{
f : π(f2) < ∞}, ��])4��h1 π(f) =

∑∞
i=0 πifi,

\� π(f2) =
∑∞

i=0 πif
2
i , π(w) =

∑∞
i=0 πiwiee�f D(f) =

∑∞
i=0 πibi(fi+1−fi)2.

V	���	���\g�iZ���& ������M�RfVF�g9

λ1 = inf
{
D(f) : π(f) = 0, π

(
f2
)

= 1
}

(4.2)

B=�	hR����>���\N]hi��j�f

W ′′ = {w : w0 = 0, wi 	 i �Æi!D�},
W ′={w : w0 =0,j4 k : 1 �k�∞ !k wi =wmin{i,k}

j w 4 [0, k] �Æi!},

Ii(w) =
1

μibi(wi+1 − wi)

∞∑
j=i+1

μjwj ,
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��<R�^����j W ′′ � I(w), W ′ ^�k W ′′ 
�D� (��) �4X
l��� w̄i = wi − π(w), i ≥ 0. EF���������

_` T (4.1) UVWX�YZ[

(1) \]a1^_: inf
w∈W ′

sup
i�1

Ii(w̄)−1 = λ1 = sup
w∈W ′′

inf
i�0

Ii(w̄)−1.

(2) `_ab: μδ−1 � λ1 � (4δ)−1, c� δ = sup
i�1

∑
j�i−1

(μjbj)−1
∑
j�i

μj .

(3) bdef: ghijklmn η′
n o η′′

n pq η′
n
−1 � λ1 � η′′

n
−1 � (4δ)−1.

k[�=����
 λ1 �c�d�L�l�����NAA�	����Æ
i!�J�� wi (w0 = 0), mZ (1) 9�dL�n<k= λ1 ����NAA
infi�0 Ii(w̄)−1. �5� “F�” �ok4\� “	l” �o�2��mn “sup” �
“inf”, ����N�569Æn�^� W ′ � W ′′ o�pl�p��g9�fV
g9 (4.2) :;8��
�%��m=Dq� “>9” �o�2569^9q�
n� ak � bk. k�d:�� 2 d
�o;���V�	r�O�r8Me�?
sp�k>Q��t�st�

�NF�g9?e [1], -O�!�\YaXWO���
���I>qX?
e [2]. �_WOu5� [3]. d:��fv�?e [4] � [5].

5 gh.
�����^WO λ1 � sup

f∈W ′′
inf
i�0

Ii(w̄)−1 /SO�Q�>qX���WOr

�ce�siE7 Cauchy–Schwarz 8e9�tG8��
(a) %W	�Bd� w ∈ W ′′, 	��u i � 1 �� Ii(w̄) > 0. eH?�	�

�u i � 0 ��
∑∞

j=i+1 μjw̄j > 0. wW;�v� i0 !k
∑∞

j=i0+1 μjw̄j � 0. �M
w̄j �Æi�x6= wi0 < 0, �j

0 =
∞∑

j=0

μjw̄j =
i0∑

j=0

μjw̄j +
∞∑

j=i0+1

μjw̄j �
i0∑

j=0

μjw̄j � w̄i0

i0∑
j=0

μj < 0

yTuz�
(b) 	�� i � 0, d\��{ ei := 〈i, i + 1〉. ���	���	 i, j(i < j), d

\ γij 	M,{ ei, ei+1, · · · , ej−1 �|M���v�Bd w ∈ W ′′, d\{��J
�wD� (w(e)): w(ei) = wi+1 − wi, "d\v�}� |γij |w =

∑
e∈γij

w(e). f

J(w)(e) =
1

a(e)w(e)

∑
{i,j}γij�e

|γij |wπiπj ,

�
 a(ei) = πibi. �(���� f(ei) = fi+1 − fi.
(c) V	 Cauchy–Schwarz 8e9��Q ��X����

(fi − fj)2 =
( ∑

e∈γij

f(e)
)2

=
( ∑

e∈γij

f(e)√
w(e)

·
√

w(e)
)2

�
( ∑

e∈γij

f(e)2

w(e)

)
|γij |w.



H I J K L M N 5

���	���wj π(f) = 0 � π(f2) = 1 � f , ���

1 =
1
2

∑
i,j

πiπj(fi − fj)2 =
∑
{i,j}

πiπj

( ∑
e∈γij

f(e)
)2

�
∑
{i,j}

πiπj

( ∑
e∈γij

f(e)2

w(e)

)
|γij |w

=
∑

e

a(e)f(e)2
1

a(e)w(e)

∑
{i,j}: γij�e

|γij |wπiπj � D(f) sup
e

J(w)(e),

�
 {i, j} 5E i � j ��k	�k�9i�[W���e9�mnB��kk
=-4��ej��� |γk�|w = (wk+1 −wk)+ · · ·+(w� −w�−1) = w� −wk, � > k.
��v γk� (k < �) Æ4{ ei = 〈i, i + 1〉, � k ^=J� 0, 1, · · · , i � � ^=J�
i + 1, i + 2, · · · . ���^> π(w) � 0, 5�

∑
{k,�}: γk��ei

|γk�|wπkπ�

=
i∑

k=0

∞∑
�=i+1

πkπ�(w� − wk) =
i∑

k=0

πk

∞∑
�=i+1

π�w� −
i∑

k=0

πkwk

∞∑
�=i+1

π�

=
∞∑

�=i+1

π�w� −
( ∞∑

k=i+1

πk

) ∞∑
�=i+1

π�w� −
i∑

k=0

πkwk

∞∑
�=i+1

π�

=
∞∑

�=i+1

π�w� −
( ∞∑

k=i+1

πk

)( ∞∑
�=0

π�w�

)
≤

∞∑
�=i+1

π�w�, i � 0.

lx/��9�^> π(w) ≥ 0, 5�

1 � D(f) sup
i�0

J(w)(ei) � D(f) sup
i�0

1
a(ei)w(ei)

∞∑
j=i+1

πjwj

= D(f) sup
i�0

1
πibi(wi+1 − wi)

∞∑
j=i+1

πjwj = D(f) sup
i�0

1
μibi(wi+1 − wi)

∞∑
j=i+1

μjwj .


	 π(w̄) = 0, / w̄ mx w, �9HMy�M�] (a) k

D(f) � inf
i�0

Ii(w̄)−1.

�4M�^ π(f) = 0, π(f2) = 1 ] (4.2) 9k=

λ1 � inf
i�0

Ii(w̄)−1.

2 w ∈ W ′′ y����
λ1 � sup

w∈W ′′
inf
i�0

Ii(w̄)−1.

��mWn�
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6 opqr�.
<X^o;�	& �	�z{����|s �������AA�̀ [2];

	�z{| ��l{ �������AA�` [6]. 4� 3 d
���o;7
�QfV�]Z6��n;�����n�Æ]ZÆ�2�]Z�2�]ZÆ�
}�]Z��������

t. rs i tu�v ai = bi = iγ (γ > 0). w

(1) xy Pt z{s|}s γ > 1.
(2) xy Pt ~
z{s|}s γ � 2.
(3) xy Pt �z{s|}s γ > 2.

M\��\�H;�u7]Z6���v:M 9 Q]Z6;��w}�n
~�	���& �����E�~�]Z6<=8My�
�N>xBRQ]
Z6My��l3���l��� 4 dd:�� 2 ��E�>9�l3��
��k4 ICM2002 �y�
�~���� [7]. H;�Xz<4Vn���
(http://www.bnu.edu.cn/˜chenmf) ���DQb"���
(http://math.bnu.edu.cn/probab/) 
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